7 Liczby zespolone
Liczby zespolone to liczby postaci
2 =a+ b,
gdzie a,b € R. Liczbe 7 nazywamy jednostka urojona, spetnia ona warunek
i =—1.
Zbior liczb zespolonych oznaczamy przez C:

C = {a+bi; a,b € R}.

Liczba rzeczywista a jest liczbg zespolong postaci a + 0 - 7. Zatem zbior liczb
rzeczywistych jest zawarty w zbiorze liczb zespolonych: R C C.

Posta¢ z = a + b1, a,b € R, nazywamy postacig algebraiczng liczby zespolone;j.
Liczbe a nazywamy czescia rzeczywista liczby z i oznaczamy ja a = Re z. Liczbe b
nazywamy czescig urojong liczby z i oznaczamy: b = Im z.

Przyktad 1. Dla z =7 — 52 mamy: Rez =7, Im z = —5.
Na ptaszczyznie Gaussa liczbie zespolonej z = a + bi odpowiada punkt o wspot-

rzednych (a, b).

7.1 Dzialania na liczbach zespolonych

Dziatania na liczbach zespolonych wykonujemy jak na wyrazeniach algebraicz-
nych, pamietajac o tym, ze 12 = —1. Podstawowymi dziataniami w C sg dodawanie
i mnozenie. Dodawanie liczb zespolonych okreslamy nastepujaco:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,
a,b € R. Mnozenie liczb zespolonych:

(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi*> = (ac — bd) + (ad + be)i.

Podstawowe wtasnosci dodawania i mnozenia liczb zespolonych przedstawia po-
nizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dia dowolnych liczb zespolonych z, z1, 22, 23 zachodzqg nastepujgce
TOWNOSCL:

(a) (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) — dodawanie jest {gczne,
(b) 21 + 29 = 29 + 21 — dodawanie jest przemienne,

(¢) z4+0==2, zero 0 =0+ 0-i jest elementem neutralnym dodawania,
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7 LICZBY ZESPOLONE 2
(d) z+(—2) =0, liczba —z = (—a)+ (—b)i jest elementem przeciwnym (wzgledem
dodawania) do z = a+ bi, a,b € R,
(€) (21 22) 23 =21 (22 23) — mnoZenie jest lgczne,
(f) 2122 = 22 - 21 — mnoZenie jest przemienne,
(g) z- 1=z, jedynka 1 =1+ 0-1 jest elementem neutralnym mnozenia,

1 , 1 a —b
(h) z- 27t = 1, liczba 271 = pra—. +a2—|—b2

(wzgledem mnoZenia) do z = a+ bi, a,b € R, z # 0,

-1 jest elementem odwrotnym

(1) (214 22) - 23 = 21 - 23 + 22 - 23 — mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Odejmowanie i dzielenie liczb zespolonych okreslamy nastepujaco. Odejmowanie:
21 — 29 = 21 + (—22), czyli

(a+bi) — (c+di) = (a—c)+ (b—d)i.

. .21 — .
Dzielenie: = = z; - 2, 1, czyli
22

c+di  (c+di)(c—di) A +d?

a+bi _(atbife—di) _ (a+bi)(c—di)

Mamy: — = 271
z

Przyktad 2.
14+2  (1+2)(2+31) 2+3i+4i+62 —4+7i 4+7 .
pr— pr— pu = -_—-— R — -/L‘
2—-3i  (2—-30)(2+30) 22 + 32 13 13 13

Potegowanie liczb zespolonych definiujemy tak jak dla liczb rzeczywistych. Dla
liczby zespolonej z i liczby naturalnej n > 0 przyjmujemy:

Ponadto, jedli z # 0, to przyjmujemy z° = 1 oraz

=) =g

n

Zauwazmy, ze (271" = (2")7L.

Twierdzenie 2. Dla liczb catkowitych m, n zachodzq wzory:
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Rozwazmy liczbe zespolong z = a+bi, a,b € R. Liczbg sprzezona do z nazywamy
liczbe
Z=a — bi.

Przyktad 3. Dla z = 2 + V/3i mamy: zZ = 2 — V/3i.
Wtasnosci sprzezenia liczby zespolonej przedstawia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Dla dowolnych liczb zespolonych z, z1, 2o zachodzg réwnosci:

(a) z1 + 22 =71 + 72,

(b) 21 — 22 = 71 — 73,

7.2 Modutl i argument liczby zespolonej

Definicja. Modutem liczby zespolonej z = a + bi (gdzie a,b € R) nazywamy

liczbe rzeczywista
|z| = Va? + b2

Przyktad 4. |3+ 4i| = /32 +42 = /25 =5

Na ptaszczyznie Gaussa modut liczby z jest réwny jej odlegtosci od liczby 0.
Odlegtosé liczb 2y 1 29 jest réwna |21 — 2a].

Podstawowe wtasnosci modutu liczby zespolonej sa nastepujace.

Twierdzenie 4. Dla dowolnych liczb zespolonych z, z1, zo zachodzg réownosci:
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(£) |21+ 22| < 21| + |22

Definicja. Argumentem liczby zespolonej z = a + bi # 0 (gdzie a,b € R)
nazywamy liczbe rzeczywista ¢ speliajaca warunki

cosp = —,

SIcs |2

sin ¢ =

)

gdzie r = |z| = Va? + b2
Argument liczby zespolonej jest okreslony z doktadnoscig do wielokrotnosci 27,

tzn. jesli ¢ jest argumentem liczby z, to ¢ + 2k7 (dla k € Z) tez jest argumentem
liczby z. Jako argument liczby 0 mozemy przyja¢ dowolna liczbe rzeczywista ¢.

Na plaszczyznie Gaussa argument liczby z to miara kata zorientowanego, jaki
tworzy dodatnia pétos rzeczywista z potprosta o poczatku 0, przechodzaca przez z.

Liczba z ma jednoznacznie okreslony argument z przedziatu [0, 27). Argument
ten nazywamy argumentem gtéwnym. Oznaczenie argumentu (gtéwnego): ¢ = arg z.

Uwaga. Czasami wygodniej jest wybra¢ argument z przedziatu (—m, 7.

7.3 Postaé trygonometryczna liczby zespolonej
Dla r = |z| mamy a = rcos p, b = rsin p, wiec
z=r(cosp+isiny),
gdzie r,po € R, r > 0.
Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej:
r(cosp +isinp) - s(cos) 4+ isinyy) = rs(cos(p + ) + isin(p + 1))

s sty = sleosle =)+ sinte — )

Potegowanie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej jest bardzo tatwe —
wzor de Moivre’a:

(cosp + ising)" = (cosny + isinnep).

Przyktad 5.

100
(1+0)' = (ﬁ(cos% + i sin Z)) = 2%(cos 257 + i sin 257) = —2%
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7.4 Pierwiastek liczby zespolonej
Pierwiastkiem stopnia n liczby z € C nazywamy liczbe w € C taka, ze w" = z.
Przyktad 6. Przyktady pierwiastkéw liczb zespolonych.

(a) Liczba i jest pierwiastkiem kwadratowym (tzn. stopnia 2) liczby —1, liczba —i
tez!

(b) Liczby 2, —2, 2i i —2i sa pierwiastkami stopnia 4 liczby 16.
(c) Liczba 1+ i jest pierwiastkiem stopnia 100 liczby —25°.

Twierdzenie 5. Liczba zespolona z # 0 ma dokladnie n pierwiastkow stopnia n.
Jesl

z =r(cosp+isiny),
gdzie r,p € R, r > 0, to wszystkie pierwiastki stopnia n liczby z sq postaci

2k 2k
wy = (1/7_“(008.@—’_717T —i—isingﬁnﬂ)

gdzie k=0,1,...,n—1.

Na ptlaszczyznie Gaussa pierwiastki stopnia n danej liczby zespolonej sa wierz-
chotkami n-kata foremnego o $rodku 0.

Przyktad 7. Pierwiastkami stopnia 4 liczby

—V3+3i= 2\/5(008 2; + 7 sin 2;)
sa liczby
Y 2\/§(cos237r+42]m +isin 237r+42/€7T) -
— (75{75(008(% + k’27r) + isin(% + k;))
dla k=0,1,2,3.

Twierdzenie 6 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Wielomian stopnia n > 0 o
wspdlezynnikach zespolonych posiada (z vwzglednieniem krotnosci) dokladnie n pier-
wiastkow.

Zatem dla dowolnego wielomianu o wspotczynnikach zespolonych
W(T) = an2" + an12" "+ ...+ a1z +ag
istnieja liczby zespolone z1, 2, ..., z, (niekoniecznie rézne) takie, ze
W(T)=an(z —21)(z — 22) ... (2 — 2n)-

Whniosek 1. Wielomian stopnia n > 0 o wspolczynnikach rzeczywistych mozna
roztozyé na czynniki stopnia 1 1 2.
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