Liczby zespolone

1.1. Postac algebraiczna liczby zespolonej

B Przykfad 1.1. Wykona¢ dziatania:
a) (—2+3i)+ (7 8i); (b) (4—3)— (14 104);
. . 2—3i
() (\/§+Z)(3*\/§Z), (d) m,
e) (3 — 2i)%; (f) (2 + 51)(2 — 5i).
Rozwigzanie. Dzialania dodawania, odejmowania i mnozenia na liczbach zespolonych w
postaci algebraicznej z+iy (z,y € R) wykonujemy tak, jak na wielomianach zmiennej

i, pamietajac o warunku i2 — —1. Natomiast w przypadku dzielenia liczb zespolonych
stosujemy przeksztalcenie

b ks (z +iy)(u —iv) _ (x +iy)(u — iv)
utiv  (u+tav)(u—iv) u +v2

W zbiorze liczb zespolonych prawdziwe sg tozsamodci znane dla liczb rzeczywistych:
a2 — b = (a—b)(a+b), (a—b)? =a®—2ab+b? (a+ b)? = a® + 2ab+ %, itd. Zatem
mamy kolejno:

a) (—2+3i)+(7—8i) = (—2+7)+(3—8)i = 5-5i.

b) (4i—3)—(1410i) = (—3—1)+(4-10)i = —4-6i.

© (V2+ i)(3- V3i) = V33-V2V3iH3i-V3i® = (3v2+ Va3)+(3- Vo) i.

@) 2 — 312 N © i 3z:)(5 - 4@) _10-8i— 15«;_+ 12 -2 23i 2 23,
5+4i (54 4i)(5— 4i) 25 — 1642 41 41 41

(e) (3—2i)? = 32—3-2i+(2i)? = 9—6i+4i* = 9—6i—4 = 5-6i.

(f) (245i)(2—5i) = 2% (5i) = 4-25i* = 4425 = 29.

] Zadanie 1.1. Wykonaé dziatania:

(a) (1~ 33) + (4 - 50); (b) (1+ V2i) - (V3- 6i); (o) (1—)(6+50);
TRl (@) (VT-VBi) - (VT+ V3 (Va-i) .

1+1




10 Rozdziat 1. Liczby zespolone

Odpowiedzi. (a) 5 — 8i; (b) 1 — V3 + (6+v2) §; (¢) 11 -4 (d) 5/2 +1i/2; (e) 10
(f) —8i.

B Przyktad 1.2. Znalez¢ liczby rzeczywiste x,y spelniajace réwnania:

(a) z(2 + 3i) + y(4 — 5i) = 6 — 24; (b) (x — 1)+ (2 —yi) = 11 — 234;

T y z+3—2 .
Wb SR i s i RN
ISl B e AT R :

Rozwigzanie. Dwie liczby zespolone sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa rowne ich
czeéei rzeczywiste i urojone, tzn.
T Re Z1 = Re 22,
3. Imz; = Im23.
(a) Mamy z(2 + 3i) + y(4 — 5i) = (2z + 4y) + (3z — 5y)i. Zatem
x(2+3i) +y(4 —5i) =6 - 2t = (2x+4y)+(3a:—5y)i =6 — 2i.
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzymary

uktad réwnan
{ 21 + 4y = 6,
3z — by =—2.
Rozwiazaniem tego ukladu jest para z = 1 =1
(b) Mamy (z — i) - (2 — yi) = (2x — y) + (-2 — zy)i. Zatem
(x —1i)-(2—yi) =11-23i & (2$—y)+(-243:y)'i:11723i.
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzymamy
uktad réwnan
{ 2r — y =11,

—2—zy = —23.
Uktad ten jest kolejno réwnowazny ukladom réwnan:
y=2z—11, y =2 - 11, e, z = -3/2,
{ a1 =-8 """ { STMETIVRL PN S { e {y gl ¢ g
(c) Mamy
£, z(2 + 3i) 3 y(3 — 2i)
2-3i 342 (2 — 3i)(2 + 3i) (3 +2i)(3 — 21)
i 2z + 3zt 4 3y—2yi  2z+3y + 3m—2yi_

13 13 13 13

Zatem

* Y N Jy 3= 2y s :
=1 I _—i=1+<=> (22 3z — 2)i = 13,
23 ' 3+2 T (2z + 3y) + (3z — 2y)i

Poréwnujac czeSci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzymamy

uklad réwnain

2z + 3y = 13,
3 — 2= 13 =0.

Rozwiazaniem tego ukladu jest para x = e =3

1.1. Postac :

(d) Mamy Z,
Y

Poréwnujac ¢

Rozwiazanier

[0 Zadanie 1
(a) z(2 + 3i

14+ yi
B
xr— 2

Odpowiedzi. (
(d) z e R\ {I

B Przykfad |

(a) 22 + 32

(c)

(e) (z+72)-
)

22—,3—{—

1-—3:
3z 4+ 24

(g

Rozwiazanie.
liczbe zespolc
(a) Niech z =

22+

Poréwnujac ¢
uklad réwnar

Uktad ten jes
b e

-y
y(2x — ¢

Zatem réwna




iczby zespolone
|t e sl

Fi/2; (e) 10;

wnania:
11 — 234

gdy sa réwne ich

— 6 — 2i.
mania otrzymarny

11 — 23i.
s¥nania otrzymamy

- CEAlE
Py y:—14

3r — Q-yi
B

4 (3z — 2y)i = 13,

fwnania otrzymamy
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3—21
82 g i Stad x + 309FL {1 24y U4 9, satem

y—4+1
(z+3)—2i=(y—3)+(5—y).
Poréwnujgc czeéei rzeczywiste i urojone obu stron réwnania otrzymamy uklad réwnan

z+3=9-3,
—-2=5—y

Rozwigzaniem tego ukladu jest paraz =1,y =7.

d) Mamy

_ Zadanie 1.2. ZnaleZ¢ liczby rzeczywiste x,y spelniajace réwnania:
a) £(2+ 3i) + y(5 — 2t) = -8+ T4 (b) (2+yi) - (x —3i) =7 —4;
14 yi g 19— 2

=3l == ’
T —2i o : (d)x—y'é 942

)

Ddpowiedzi. (a) z = 1,y = —2; (b) nie istnieja takie liczby; (¢) z = 5,y = 1T7;
d) zc R\ {0}, y=—2z/9.

B Przyktad 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwigza¢ réwnania:

(b) 2z + (14 i)z =1 — 34;
2+

) (2 +2)+i(z—Z) =2i—6; (f)(zm.j)z 541 — 2z

(

) 22 +3z=0;

< :2—Z+1:‘0: __1;

A— 30 2= 3
i = s

h*) 22 — By
82 +2 5 %z’ ) 2 —iz+

" Beswiazanie. Sprzezeniem liczby zespolonej z = z + iy, gdzie z,y € R, nazywamy

Seabe zespolona Z okreslong wzorem z = x — 4y.
B Niech z = z + iy, gdzie z,y € R. Wtedy
22 4+ 3% = (z +iy)’ + 3(z + iy)
= 22 — y? 4 2zyi + 3z — 3yi = 22 — y? + 3z + (2zy — 3y)i.

wnujac czeSei rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 22 + 3% = 0, otrzymamy
i roéwnan

{mz—y2+3x=0,

2zy — 3y = 0.
L ten jest réwnowazny kolejno ukladom:
e Rt 2
r —y 4+ 3z =0, ¢ —y*+3x =0,
{;4‘21—3}*0 {yzombz—S/z*:’

% =0, A ) =518, Sy
@{yzo lub{y 0 lub{ 3\/—/21b{ :_3\/—/2
o rownanie z2 4 37 = 0 ma cztery rozwiazania:

. 3 ; 3 i
21 =0, 20= —3, 23~§(1+\62),24f§(1—\/31).
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(b) Niech z = z + iy, gdzie x,y € R. Wtedy
22+ (144)Z = 2(z +iy) + (1 +9)(z — iy)
=2+ 2y+z—y+iz+y=Bz+y)+(z+y).
Poréwnujac czeci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 2z + (1+)z=1-3i,
otrzymamy uklad réwnan

3xr+y=1,
z+y=-3.
Rozwiazaniem tego uktadu jest para x = 2, y = —5. Zatem z = 2 — 5i.

(¢) Wykorzystamy wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego az? +bz+c=0,
gdzie a,b,ce Coraza #0:
~-b—-4 il 8

i R TN
W tych wzorach § jest jedna z liczb aespol(mych spelniajacych warunek 62 =N
b2 — 4ac. Dla réwnania kwadratowego 22 —z+1 =0 mamy A = -3 = (fz) Zatem

& = +/3i oraz

z1 =

s sdraivBiuic, 1+ V3
1 bl 2 ) 2 2 L
(d) Niech z = z + iy, gdzie z,y € R. Wtedy dla Z # 1 mamy
1
;1—1:—1<=>z+1:—2+1<:>(:r+1)+iy:(—m+l)+z'y.

Poréwnujac czeéci rzeczywiste i urojone obu stron tego réwnania, otrzymamy uktad
réwnan
{:1:+1::t:+1,
Y=4
Rozwigzaniem tego ukladu réwnan sg pary (0, y), y € R. Zatem rozw igzaniem row-
nania (z + 1)/(Z — 1) = —1 sg liczby zespolone postaci z = iy, gdzie y € R. Liczby te
spelniaja warunek z # 1.
(e) Niech z = z + iy, gdzie z,y € R. Wtedy
(z+2)+i(z—37) = [(x+iy) + (z —iy)] +i[(x +iy) - (z - iy)]
=2r4i-2iy=2(z—y).

Poréwnujac czeéci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania (z + z)+i (z — 2) = 2i—6,

otrzymamy uklad réwnan

=2

Jest to uklad sprzeczny, zatem réwnanie nie ma rozwigzan.

{Q(I—y) = -6,

(f) Przeksztalcamy rozwazane réwnanie do postaci (i —3+1)z =5+ 1. Stad wynika,

7e
b+1 (5+i)(-2—-4) —-9-T

2 = —

SFY 24423y b
(g) Dla z # —2i/3 oraz z # —5i/2 rozwazane réwnanie jest rOwnowazne réwnaniu
(1 — 34)(5 — 2iz) = (3z + 2i)(2i - 3).

1.1. Postac algeb

Stad wynika, ze
a wiec

Zatem

Z =

wl| L

h*) Niech z =z +

P

Poréwnujac czesei 1
ukiad réwnan

Z drugiego réwnani
rownania otrzymar

Natomiast po wsta
rzeczywistych. Zate

_ Zadanie 1.3. V
B) 22 = 4z;

B 42 413
e) 22 +zZ=6—
2+1

g)

S~ 1+4i,
i*) 22 — (6+1) 2
Odpowiedzi. (a) 0,4

d) Rez = —21ub
) 1 — 2¢, 54+ 3i;

B Przyktad 1.4. T
tacych warunki:
a) Im [(1+2i)z

c) 22 = 2Re (i2)




.. Liczby zespolone
| i e

+(z +y)i
+(1+9)z=1-3,

R — 57.
g()a32+b2+650=

L ——
b warunek §° = A =

=y = (\/31)2 . Zatem

—z + 1) +1y.

nia, otrzymamy uklad

em rozwigzaniem row-
gdzie y € R. Liczby te
y) — (z — iy)]

+3)+i(z—2) = 2i—6,

z=5+ 1. St@d Wynikaa

i1

fwnowazne réwnaniu
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Stad wynika, ze
5—2iz— 151 — 6z = 6iz — 92 — 4 — 64,
a wiec
2(—2i—6—6i4+9) = (—5+ 15i — 4 — 67).
Zatem
=R (-0 BN 8 - -9 —40i 99 45

Y R TR T R - WP - SO -
(h*) Niech z = z + 1y, gdzie z, y € R. Wtedy

22 —iz+2

(z+iy)? —i(z +ay) +2
z? + 2izy —y? —iz —y + 2
=(x®-y*-y+2)+i(2zy—z)=0.

Il

Poréwnujac czedci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 2% —i 42 = 0, otrzymamy
uklad réwnan

-y -y+2=0,

22y —xz = 0.
Z drugiego réwnania wynika, ze z = 0 lub y = 1/2. Po wstawieniu z = 0 do pierwszego
rownania otrzymamy rozwigzania:

=0 y=0L" a2

Natomiast po wstawieniu y = 1/2 otrzymamy réwnanie kwadratowe bez rozwigzan
rzeczywistych. Zatem réwnanie wyjsciowe ma dwa rozwiazania z; = i, 2o = —2i.

_! Zadanie 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwigzaé¢ réwnania:

a)z2:4f; (b)1+622—_3'b,

‘ 2 z
¢) 22— 42413 =0; d) (z+2)% = (z+2)%
e) 22 +% = 6 — 5i; (f) (1+4)z+3(2—1) = 0;

244 i
z—14+4 224’
i*) 22— (6+4)z+11-Ti =0; (%) 23 — 6i2% — 122+ 8i = 0.

'l

(h) z+i—2+i=0;

Odpowiedzi. (a) 0,4, —2 + 2iv/3, —2 — 2i/3; (b) brak rozwiazan; (c) 2 — 3i,2 + 3i;
8) Rez = -2 lubImz = 0; (e) 2 — 5¢; (f) (3+12:9)/17; (g) (7—14)/6; (h) z € R;
) 1—2i, 5+ 3i; (%) 2.

B Przyktad 1.4. Na plaszczyZnie zespolonej narysowaé zbiory liczb z spelnia-
wcvch warunki:

a) Im [(1 + 2i) z — 3i] < 0; (b) Re (2 —4)? > 0;
22 = 2Re (i2); (d) Re (2%) > Im (2%).
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Rozwigzanie. (U 4
Niech z = z + iy, gdzie z,y € R, bedzie dowolna liczba zespolong.
(a) Mamy (y &
Im [(14 2i)z —3i] <0 < Im [(1 + 2i)(x +1iy) — 3i] <0 (y b
— Im [(z—2y)+ 2z +y—3)i] <0
e Mty § <D=y <2243, (y+

Poszukiwany zbiér jest pélplaszczyzna otwarty, bez prostej y = —2z + 3 (rys. (a)). Rozwigzanie t

(b) Mamy
Re (Z*i)2 =10"<= He [(:r:+iyf%')2] >0 < Re [Sﬂ-f-i(yfl)]'z){)
b {I27(y_1)2+2“7(?/*1)i] >0 22-(y—1)2%20
= 2> y-1? =z 2y 1|

Poszukiwany zbiér jest suma dwoch obszaréw katowych ograniczonych prostymi y =
1 —z, y = 1 + z, lacznie z tymi prostymi (rys. (b)).

(c¢) Mamy
2 . . 2 . .
22 = 2Re (i2) < (z +iy)®> =2Reli(z + iy
(i2) (2 e [ )] : Uwaga. W Prz
= 72 —y? +i2zy = 2Re [~y + i7]
e 22—y +i2zy = -2y _ Zadanie 1.
Ostatnia réwnosé jest réwnowazna ukladowi réwnan eych warun
L oA a) Re (iz +:
2y = 0. d AL
Uklad ten jest kolejno réwnowazny ukladom réwnain ) " %
o7 ol i 2 -5 e -
e N 23)'_— e g b =T = 0, Odpowiedzi. (a
xr=0luby=0 o= 10 =0 Bdnych bez ¢
{z:g, ]ub{g;g, stodkul—zi
‘ : up
Poszukiwany zbior sktada si¢ zatem z dwéch punktéw 2 = 0, zp = 2t (rys. (¢))- feykiad 1
(d) Mamy a) 4i;
. B = (z4iy)d =2 +idzly -3z’ —iy® =2° - 3z + i (32%y — ¢*) . d) e -t
Zatem V3i—1’
Re (2%) > Im (2°) <= o3 — 3zy? > 322y — ¢° Rozwigzanie. M
— P +y3 - 3.1'?:9'2 - 312-y =20
= (z+y) (@ —zy+y?) —3zy(e +y) >0 .
- 3 Wykorzystamy
= (z+ e — 42y =0
(= +v)( y+y°) > B =

— (z+vy) [(y —22)° —32?] >0
= (y+z) [y7(2+\/§)a:} [yf(Q—\/g)m] =0.

Ostatnia nieréwnosé jest réwnowazna alternatywie warunkow:

Mamy kolejno
a) [4i| = VO
b) [125—5|:




Liczby zespolone

<0
i <0
2xr + 3.

2 + 3 (rys. (a))-

22

DI? >0
2-(y-1)?>0

pnych prostymi y =
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5]
\Y%
o

(ersr:?O 0razy—(2+\/§):r200raz y—(?—\/‘j)
(2-v3

(y+m>0 0razy—(2+\/§)$€00razr -

\
9
8
VAN
(=

(y+:r<(] orazy — (2+3)z > 0 oraz y — (2

=

5

\%
7

(y-+—:ﬂ<0 oraz y7(2+\/§)1‘<0 oraz y*(Q*

Rozwigzanie tej nieréwnosci przedstawiono na rysunku (d).

(c) l

*2

Uwaga. W Przyktfadzie 1.11 przedstawimy inny sposéb rozwigzania zadan tego typu.

7] Zadanie 1.4. Na plaszczyZnie zespolonej narysowaé zbiory liczb z speinia-
jacych warunki:
a) Re (iz + 2) > 0; (b) Im 2% < 0; (c)z—t=2z—1;
4 1+4iz

d) = 7 (e) Im S

=1;(f) 22+ (5+4)2+(5—-i)z+1=0.

Odpowiedzi. (a) péiptaszezyzna Im z < 2; (b) druga i czwarta éwiartka uktadu wspot-
rzednych bez obu osi; (c) zbiér pusty; (d) okrag o srodku 0 i promieniu 2; (e) okrag o
srodku 1 — 4 i promieniu 1, bez punktu —i; (f) okrag o Srodku —5 + 4 i promieniu 5.

B Przyktad 1.5. Obliczy¢ moduly liczb zespolonych:

a) 4i; (b) 12i—5 (c) (4i+3) (VZ—1i);

2—1 e 4
() VB2 (P (1= VRi) .
=7 © i )
Rozwigzanie. Modutl liczby zespolonej z = z+iy, gdzie z,y € R, jest okreslony wzorem
2] = Vz* + 32

Wkorzystamy nastepujace wlasnosci modutu liczby zespolone;j:

) |z1- 22| = |aa| - |z2l, (@) 12" =2, (3) |za/z2l = |zl /22|, (4) [2] = |2].
Mamy kolejno

a) |4i| = V02 + 42 = 4;

B) |12i — 5| = /(-5)%2 + 122 = /169 = 13;




Liczby zespolone

<0
il <0
2r + 3.

2z + 3 (rys. (a))-

2

D> 0
2—(y—1)7*>0

puych prostymi y =

+y) >0
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Vv

(y+$20orazy—(2+\/§)m>ﬂorazy—(?—\/g)a: 0) lub
(y+$200ra27—(2+\/§)$€00razy—(2—ﬁ)z§0) lub
(y+m<0 orazy—(2+\/§):ﬂ>00raz1—(27\/§)$<0) lub

(y+z<0 oraz y7(2+\/§)$§0 oraz y~(2—f :1:'20).

Rozwigzanie tej nieréwnosci przedstawiono na rysunku (d).

o

(c) W Y (d)

2¢

Uwaga. W Przyktfadzie 1.11 przedstawimy inny sposob rozwigzania zadan tego typu.

T] Zadanie 1.4. Na plaszczyZnie zespolonej narysowaé zbiory liczb z spelnia-
jacych warunki:
a) Re(iz 4+ 2) > 0; (b) Im 22 < 0; el z—s=2 1
4 1442

1—=—' e v 1 — 1)z == 2
()Z 44 (e)Iml—iz 1, () 22+ (5+)z+(5—-49)z+1=0

Odpowiedzi. (a) polplaszezyzna Im z < 2; (b) druga i czwarta éwiartka ukladu wspol-
rzednych bez obu osi; (c) zbiér pusty; (d) okrag o §rodku 0 i promieniu 2; (e) okrag o
srodku 1 — 4 i promieniu 1, bez punktu —i; (f) okrag o Srodku —5 + 4 i promieniu 5.
B Przykfad 1.5. Obliczy¢é moduly liczb zespolonych:
2) di; (b) 12i — 5 (c) (4i+3) (VZ—i);
2 —1 i 1
. (o) VB2 (f (1—\/57:) :
A @VE+E
Rozwigzanie. Modul liczby zespolonej z = z+iy, gdzie z,y € R, jest okreslony wzorem
|2| = V22 + ¥2.
W vkorzystamy nastepujace wlasnosci modutu liczby zespolonej:
22| = |z1| - 22l, () 12" = 12", ) |a/zl =lal /22|, (4) [2] =12l
Mamy kolejno
&) |4i| = VOt 42 = 4;
B 112i — 5| = /(=5)2 + 122 = /169 = 13;
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(© |@i+3)(vV2—i)| D [i+3] |VE—i| = VT (V2) +(-1)? = 5V3;

(@) 2-i |@ 12-4] _ V22 +(-1)2 :!ﬁ_
V3i—-1] |V3i-1] /(—_1)2+(\/§)2 2

(&) [VB+2i] @ vE+2i = /(vB) +22=3;
4
o |(@-vE)|2 vl - (s () - ()" =

O Zadanie 1.5. Obliczy¢ modutly liczb zespolonych:
(a) —V3i; (b)6-8i (o) (i~ v3) (V5+2i);

: =\ 5 1+3i : o
@ (-VB)'s @ 3ra  (O1+igaac(-3.7)-
Odpowiedzi. (a) v/3; (b) 10; (c) 6; (d) 32; (e) V10/5; (f) 1/ cosav.
B Przyktad 1.6. Podaé¢ interpretacje geometryczna modulu réznicy liczb ze-
spolonych. Korzystajac z tej interpretacji narysowacé zbiory liczb zespolonych
z speliajacych warunki:
(a) |z+1-2§|=3; (b)2< |z+1i| <4

(c) |(1+14)z—2| > 4;

(d) jj3.>1; (e) Re(z+1) <0 i |i—2| <3;(f) |22 +4] < |z — 2i;
el g ;
(g) igjjﬁf-s;n(h)p—1|<|m+ﬂ<wzfz+&h (i) |(z +9?| > |2+1|-

Rozwigzanie. Modul réznicy liczb zespolonych z;, 29 jest dlugoscia odcinka taczacego
punkty z1, 22 plaszczyzny zespolonej (rys.).
y Imz

i _ Z2
\s

Z1
Rez

W rozwiazaniach wykorzystamy wlasnosci modutu podane w poprzednim przykta-

dzie.
Im z

(a) Mamy
|z241-2i| =3+ |2— (—1+42i)| =3.

Szukany zbiér sklada sie z punktéw z po-
lozonych w odlegloéci » = 3 od punktu
zop = —1+ 24. Jest to zatem okrag o §rodku
20 = —1 + 2i i promieniu r = 3 (rys.).

Rez

1.1. Postac alg

¢) Mamy

1+i)z—2>

Saukany zbiér s
» odleglosei nie
2 = 1—i Jest
@ — 1—:{ipron
r = 24/2 nalezy ¢
d) Dla z # 2i m
z+3
22— 27

=

Seukany zbiér sk!
2105¢ od punktu
#os¢ od punktu
ma ograniczona
23. bez punktu :
ssukanego zbioru
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| (b) Mamy

= 5\/3‘, Im z

2< |24 <4<=2< |z - ()| < 4

Szukany zbiér sklada sie z punktéw z potozonych w
odlegtoéci nie mniejszej niz r; = 2 od punktu zp =
—i oraz w odleglodci mniejszej niz ro = 4 od tego
punktu. Jest to zatem pierécien kolowy o srodku zg =
—i, promieniu wewnetrznym r; = 2 1 zewnetrznym
ro = 4. Okrag o promieniu r; = 2 nalezy do tego
pierécienia, a okrag o promieniu r2 = 4 nie nalezy do
niego (rys.).

¢) Mamy

e 2| >4 = |(141) 2
i)z —2| > i

14 z—-9) >4
= V2|z—-(1-1)|>4

licy liczb ze- = |z-(1-19)| > 2V2
zespolonych Seukany zbior sklada sie z punktéw z polozonych

w odleglosci nie mniejszej niz r = 22 od punktu
Rl > 4 2% = 1 — 4. Jest to zatem zewnetrze kola o srodku
|2 l W ol Ao . . . .

% = 1 — ¢ | promieniu 7 = 2v/2. Okrag o promieniu
| < |z — 2il; = = 21/2 nalezy do tego zbioru (rys.).

8) Dla 2 # 2 mamy -
2 >lz2+1|. z+3 i 3. |z+3| 51
|z — 27 |z — 2

inka laczacego . = |z+3| > |z — 2i

= |z —(-3)| = |z — 2i].
Seukany zbidr sklada sie z punktéw z, ktérych odle-
- e od punktu 2; = —3 jest nie mniejsza niz odle-
s od punktu zo = 2i. Jest to zatem pélplaszezy-
e ograniczona symetralna odcinka o koncach zp,
= bez punktu zz = 2¢. Symetralna ta nalezy do
Ssianego zbioru (rys.).

dnim przykla- : B ' Im 2 (e) Poszukiwany zbidr jest wspdlna czescia zbioréw
R . okreslonych przez warunki:
e \ Re(z+1) <0, Ji—z|<3.
: s\ Pierwszy warunek okresla lewa polplaszczyzne
™ ‘ otwarta ograniczona prosta x = —1. Drugi warunek

E N/ Rez  okresla kolo domkniete o srodku zg = ¢ i promieniu
= = r = 3. Wspdlna czesdé tych zbioréw przedstawiono na
| rysunku.

Rez

WECAHy
QU

BIBLIOTEKA
b
70408
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Imz
%‘
Rez

(f) Mamy
|22+4| < |2—2i] <= [(2+2i) - (z—24)| < |2—24]
& 12420 |2 — 20 < |2 — 24
<= |z — 2i| = 0 albo
|z — 2¢| > 0 oraz |z + 2i| < 1.
Warunek |z — 2i| = 0 wyznacza zbiér {2i}, a warunki
|2+ 2| <1 oraz |z —2i] >0

okreslaja kolo domknigte o érodku zp = —2i i promieniu r = 1. Sume tych zbioréw
przedstawiono na rysunku.
(g) W rozwiazaniu wykorzystamy wzér |Z| = |z| oraz wlasnoSci sprzezenia liczb ze-

spolonych. Mamy

Z-1-3i] @ [F=T=3i| = |2 — 1+3i|
= |z (1-30)

Imz
oraz |3 — 4i| = 5. Zatem R
z—1-3i
3-4
Szukany zbior sklada si¢ z punktéw z polozo-
nych w odleglo$ci mniejszej niz 5 od punktu
zp = 1 — 3i. Zatem jest to kolo o srodku z
oraz promieniu 5, bez okregu ograniczajacego
kolo (rys.).
(h) Dana nieréwnosé podwdjna jest réwnowazna koniunkcji
|z — 1] € |z — (—1)| oraz |z — (—1)| < |z — (2 — 3i)].
Rozwigzaniem pierwszej nieréwnosci jest zbiér liczb zespolonych, ktérych odleglosé
od punktu z; = 1 jest nie wieksza niz odleglos¢ od punktu zo = —i (rys. (i)), a rozwia-
zaniem drugiej — zbi6r liczb z, ktérych odleglosé od punktu zp = —i jest mniejsza niz
odlegloéé od punktu zz = 2 — 3i (rys. (ii)). Zatem pierwszy zbidr jest poiplaszezyzng
ograniczong symetralng odcinka laczacego punkty 21 i zp (symetralna nalezy do tego
zbioru), a drugi pélplaszczyzna ograniczong symetralng odcinka taczacego punkty zo
i 23 (bez tej symetralnej). Szukany zbiér jest wspélng czedcig tych poiplaszezyzn (rys.

(iii)).

(l) Im z (ll) Im z (lll Imz
o Rez Rez
=1

2—3i

<l+= |z2—-(1-3i)|<5.

“) Im:

1.1. Postac a

(1) Mamy

|(z+1)?| =
Gdy 2 = —i,
dla z #£ —i jes

Zatem rozwi
st polplasze:
cinka laczaceg
symetralng) o
—i (rys.).

_ Zadanie 1.
lonych. Korz

spetniajacycl
la) |z — 3 +¢

d) |z+1-:
{f) sin (7|z +

Odpowiedzi. 71
na rysunkach ¢

‘ﬂ Im z
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|. Sume tych zbioréw

i sprzezenia liczb ze-

iIm 2

r31)).

fch, ktérych odlegtosé
—1i (rys. (i)), a rozwia-
— —i jest mniejsza niz
or jest polplaszezyzng
ptralna nalezy do tego
@ laczacego punkty 2o
ich péiplaszezyzn (rys.

1.1. Posta¢ algebraiczna liczby zespolonej 19

(i) Mamy
£ 9 2 7 5 i 1 i3 z 2
|(z +1i)?| = |22 + 1] £ lz44* > |(z —4)(z + )| . |z 414> > |2 —i| |z + .
Gdy z = —i, to nierébwnoé¢ jest prawdziwa, a

Imz

dla z # —i jest réwnowazna nieréwnosci

|z + | > |z — il
Zatem rozwiazaniem wyjsciowej nieréwnosci
jest polplaszezyzna ograniczona symetralng od-

cinka laczacego punkty z, = —i, z2 = i (razem z
symetralng) oraz dolaczonym do niej punktem =t
—i (rys.).

] Zadanie 1.6. Poda¢ interpretacje geometryczna modutu réznicy liczb zespo-
lonych. Korzystajac z tej interpretacji narysowac¢ zbiory liczb zespolonych z
spelniajacych warunki:

il
a) |[z—3+4i|=1; (b) ";H‘ =1 (c)2<)iz—5/<3
q e 5 3 z+1

) |2 +1—2i| >3 oraz |z — 3| <4 (e) Sl >1:

f) sin (]2 + 2i[) > 0 (g) [7 — 1+ 3il <5 (0*) 3z +4| < |* + 1| < 5z —il.

Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sg
na rysunkach ponizej:

3 vIm z (b) JImz (C) Imz

\z 2i e s
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Rez

1.2. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

B Przyktad 1.7. Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:
() —vB () —6+6i;  (c) =2

(d) V3 + i (e) V2 — V6i; (f) —v/27 — 3i.

Rozwigzanie. Liczbe zespolong z = = + iy (z,y € R)
mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:

z=r(cosp +ising), o
gdzie r = /22 + y? jest modulem, a ¢ argumentem z
liczby z. Dla r > 0 argument wyznaczamy z warunkow: T

cosep:%, sintp:% (0 p < 2m).

Jednak doéé czesto korzystamy z interpretacji geome- A
trycznej danej liczby zespolonej i jej argument ustalamy

na podstawie rysunku oraz faktu, ze argumenty liczb

zespolonych z i az dla a > 0 sy takie same.

() Im 2 (i1) Im 2 (iii) Imz (iv) T
“14i | 14i —VB+i VB+i 14 V3 1+ V/3i :
1
o o
% o ‘\2 Rez
Rez Rez -1 1]
—1— /3 Y

V3 —i

(a) Dla z = —/5 mamy r = /5 oraz ¢ = 7 (rys. (iv)). Zatem
—v/5 = /5 (cos +isinT).
(b) Dla z = —6 + 6i = 6(—1 + i) mamy r = 6y/2 oraz ¢ = 37/4 (rys. (i)). Zatem
—6 + 6i = 62 (cos:)%r +z'sin?%’) :
(c) Dla z = —2i mamy r = 2 oraz ¢ = 37/2 (rys. (iv)). Zatem

O e T R s R TR R

1.2. Postac try

(d) Dla z = v/3

(e) Dla z = /2

Zatem

{f) Dla 2 = —/

| Zadanie 1.7,
la) 7+ 75 (1

- Ddpowiedzi. (a)
: ie) 10 (cos(2m/3

M Przyktad 1.§
.

Rozwigzanie. Ar
mej z 7 0 nazyv
warunek 0
0 =0.

Zbior skiad:
enty glowne
to obszar k
dzacymi z |
i2r/3zd
& polprostyc
Zbior sklada
worych argu
a wychodz
orzaca kat
wspolrzedn
ta (bez poc

' W rozwiaza:

pewnego k

[N0SC
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trygonometn

1.2. Postac trygonometryczna liczby zespolonej

B Przykfad 1.7. Podane liczby zespolone zapisaé w postaci trygonometrycznej:
(a) —vB; (b)) —6+6;; (o) ~2i;
(d) V3 +1i; (e) V2 — V/6i; (f) —v/27 - 3i.
Rozwigzanie. Liczbe zespolong z = z + iy (z,y € R)
mozna zapisa¢ w postaci trygonometryczne;j:
z2=r(cosp+ising), SR

gdzie r = /22 4+ y? jest modulem, a ¢ argumentem 2
liczby z. Dla r > 0 argument wyznaczamy z warunkéw: r

H A
cosp = —, sinzp:g (0< p<2m).
5 r

Jednak dosé czesto korzystamy z interpretacii geome-
trycznej danej liczby zespolonej i jej argument ustalamy
na podstawie rysunku oraz faktu, ze argumenty liczb
zespolonych z i az dla a > 0 sa takie same.

(i) Im 2 (ii) Im 2z (iii) Im z (iv) Imz

i
i -—
P 2

o 3 \ Rez

Rez Rez -1 1

-1

-1—i RV T S V3_i —1—VBi 1—v/3i

(a) Dla z = —v/5 mamy r = /5 oraz ¢ = 7 (rys. (iv)). Zatem
—v5 = V5 (cosm + isin).
(b) Dla z = —6 + 6i = 6(—1 + i) mamy r = 6/2 oraz @ = 3r/4 (rys. (i)). Zatem
—6 + 6i = 6v/2 (cos?% +isin%r).

(c) Dla z = —2i mamy r = 2 oraz ¢ = 37/2 (rys. (iv)). Zatem

z = +/3 + i mamy

z=V2-V6i=\
N
2= —27-3i=

je 1.7. Podane
g7 (b) V3

edzi. (a) 72 (cos
cos(27/3) + isin(:

wikiad 1.8. Na.l'ys
2w
< a.rgzé-f,T;(

aanie. Argumente
= = 0 nazywamy arg
warunek 0 < p < 2
= 0.

wor sklada sie z lic
v gléwne zawarte
%o obszar katowy o
@sacymi z poczatku
i 27/3 z dodatnia
polprostych nie na
Thaor sklada sie z lic:
sch argumenty gl

a wychodzaca z pc
zaca kat m z dodat

wspolrzednych ze z
a (bez poczatku) |

W rozwigzaniu wyk

g pewnego k € Z, gd
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3 3
—2i=2(cos?ﬂ-+isin§).
(d) Dla z = /3 + i mamy r = 2 oraz p =7/6 (rys. (ii)). Zatem
: TR b e 4T
\/§+z—2(cosE +zsmg).

(e) Dla z = v2 — /6i = v2 (1 — v3i) mamy r = 2v/2 oraz wiec ¢ = 57 /3 (rys. (iii)).
Zatem

V2 — V6i = 2\/§(cos5§+isin5§).
(f) Dla 2 = —/27 — 3i = 3 (—/3 — i) mamy r = 6 oraz ¢ = 7r/6 (rys. (ii)). Zatem
\/ﬁ—m':s(cos% +z‘sin7ﬁ—”).

U] Zadanie 1.7. Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:
(8) 7+ 7 (b) vV3—1i; (c) =5+5v3i; (d) —v3—iV3.

Odpowiedzi. (a) 7\/5(005(17/4) +isin(m/4)); (b) 2 (cos(117/6) + isin(117/6));
(c) 10 (cos(27/3) + isin(27/3)); (d) V6 (cos(5m/4) + isin(5m/4)).

B Przyktad 1.8. Narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:
2
(0) § < agz < 55 (b) arg (42— ) = () 7 < arg [(-1+0)2] < 2.

Rozwigzanie. Argumentem gléwnym liczby zespolo- i
nej z # 0 nazywamy argument ¢ tej liczby spelnia-
Jjacy warunek 0 < ¢ < 27. Ponadto przyjmujemy, ze
arg0 = 0.

(a) Zbiér sklada sie z liczb zespolonych, ktérych ar-
gumenty gléwne zawarte sa w przedziale (7/6, 27/ 3].
Jest to obszar katowy ograniczony polprostymi wy-
chodzacymi z poczatku ukladu i tworzacymi katy
m/6 i 27/3 z dodatnia czeScia osi Rez. Pierwsza z
tych pélprostych nie nalezy do tego zbioru.

Im
(b) Zbiér sktada sig z liczb zespolonych w = z— (—2+ 3
i), ktérych argumenty gléwne sg rowne 7. Jest to p6l-
prosta wychodzaca z poczatku ukladu (zmienna w) S J
i tworzaca kat 7 z dodatnia czescia osi Rew. W ukla- ook 3
dzie wspétrzednych ze zmienng 2 jest to ta sama pél- ‘ Rez
prosta (bez poczatku) przesunieta o wektor —2 + .

™

(¢) W rozwigzaniu wykorzystamy wzér

arg (21 - z2) = argz; + argzs + 2knm
dla pewnego k € Z, gdzie 21,2, € C )\ {0}. Poniewaz arg(—1+ ) = 3w /4, wiec nie-
rownosé

m
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3
T < arg [(-1414)z] < ~2E

jest réwnowazna nieréwnodci

3 3
Iﬂ—+ argz+2k'n’<§

dla pewnych k € Z. Ale 0 < argz < 27, wige k = 0. Stad otrzymamy

T™<

T 3m
3 < argz < 7,

Szukany zbi6r jest domknietym obszarem katowym ograniczonym pélp
chodzgcymi z punktu O (bez tego punktu) i tworzacymi katy 7/4 i 37 /4
czedcia osi Re z.

Imz

ENE]

o e 1y
| Rez

L Zadanie 1.8. Narysowaé zbiory liczb zespolonych z spetniajacych
=
(a) argz = %IE; (b) % < arg(z2+3i) < g; (c) m < arg(iz) < 2&

Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przed
na rysunkach ponizej.

(a) Jdm z (b) Tlmz (C)

Imz

B Przykfad 1.9. Obliczyé wartosci wyrazen (wynik podaé w postae
icznej):

(a) (1+9)7; b) (V3-i)"5 () (~2+20%

1—-4\8 T
05 330 4 4 cin 220110. . Zloos S
(d) (cos 33" + isin 33)10; (e) (\/§+z) : (f) ( cos = +4

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy wzor de Moivre’a

2" = 71" (cosnp + isinny),

gdzie r = |z|, o = argz oraz n € N. Ponadto wykorzystamy wzory red
rysunki z Przyktadu 1.7.
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: 3m
7 < arg [(-1+i)2] < —
jest réwnowazna nieréwnosci

3
ﬂ&%-}— argz+2kw€§§-

dla pewnych k € Z. Ale 0 < argz < 27, wiec k = 0. Stad otrzymamy
3
g < argz < Tﬂ—
Szukany zbiér jest domknietym obszarem katowym ograniczonym pélprostymi wy-
chodzgcymi z punktu O (bez tego punktu) i tworzacymi katy m/4 i 3w/4 z dodatnia
czeScia osi Re z.

Imz

o
4

Rez

’

[ Zadanie 1.8. Narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:
oM
'Ia
Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sa
na rysunkach ponizej.

(a) Imz (b) Imz (C) Imz

(a) argz = (b) % < arg(z + 3i) < -g-; (c) 7 < arg (iz) < 2.

1.4
4

Rez Re z

B Przyktad 1.9. Obliczy¢ warto$ci wyrazef (wynik poda¢ w postaci algebra-
iczne;j):

() (1+3)7; () (v3-i)™;

(e) (\}g_;—-:i)ﬁ; () (— cos g +isin %) 14.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy wzér de Moivre’a

(c) (-2 + 20)3;

(d) (cos 33° + isin 33°)10;

2" = r" (cosnp + isinny) ,

gdzie r = |z|, p = argz oraz n € N. Ponadto wykorzystamy wzory redukcyjne oraz
rysunki z Przykfadu 1.7.

1.2. Postac trygonom

$a)Dla z =1+ i mar
wmoru de Moivre’a ora

(1+9)7 = [v

:8\/

= 8v
.’Dh2=\/§—ima.|

wmoru de Moivre’a oraz
e 232 [C(B |

=232[c<)s(

— 932 (_l
2

) Dia = = 24 2i ma
de Moivre’a ot

(—2+2:i) =

B DE = = cos33° +is
ew de Moivre'a oraz -

(cos33° + i

7 Diaz; =1-i manmy
® = 2 (rys. (i) oraz arg
wzordw redukcyjnyc

,fi)'=

£ cns(l(hH

B — e

(1-9)°
(V3+i)°
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(@) Dla 2z = 1 44 mamy |z| = /2 oraz argz = /4 (rys. (i)). Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre’a oraz wzoréw redukeyjnych otrzymamy

(144)7 [\/ﬁ(cosg+i5ing)r:(\/§)7-(cos% +isin%)
8v2 [cos (271' — g—) +isin (27r = E)J

X o Wl a8 g
= 82 cosz—zmnz)*S\/ﬁ(—z—ﬁza—) =8 — 8i.

(b) Dla z = /3 —; mamy |z| = 2 oraz arg » — Li7/6 (rys. (ii)). Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre'a orag WZzorow redukeyjnych otrzymamy

1 17w\ 132 176
(VB R L G IR o g Al = 2% ((cos 1107 | ; 4 1767
6 6 3 3
2 3 2 g
= 2% Jcos (881 + 2% ) 1 isin 58m + 2L )| — 932 Ot imin £
3 3 3 3
L% ohd L S cshe :32(ﬁ ol T+
=1 [cos(fr 3)+zsm(7r 3” 2 coss+251n3)

= 932 (;% +z—2—3) =2 (iv3 - 1).

(c)Dla z=—24 9 mamy |z| = 2v/2 oraz argz = 3w /4 (rys. (i)). Zatem korzystajae
ze wzoru de Moivre’s otrzymamy

8
(—2+2i)8 = [2\/2" (cos¥ + isin %)J

= 2"%(cos 67 + isin 6m) = 2'%(cos 0 + 4 sin e el
(d) Dla z = 0s33° +  sin 330 mamy [2| = 1 oraz arg z = 33°, Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre'a orag WZOréw redukeyjnych otrzymamy
(cos33° +isin33%) " = 110 (003300 4 s gin 3300)
= 05 (360°—30°) +4sin (360°—30°)
3 i
= c0s30° — 4sin30° — —\/—_ =l
2 2

(e) Dla 2; = 1 <4 mamy |z;| = +/2 oraz BIg% = —w/4,a dla 2y = V3+i mamy
[22] = 2 (rys. (i)) oraz arg zo — 7/6 (rys. (ii)). Zatem korzystajac ze wzoru de Moivre’a
oraz wzorow redukcyjnych otrzymamy

LS. el M
g e._ (1 i) % [\/ﬁ(cosT-i—zsmT)J _2 (cos——4 +zsm——4)
Va+it . LA i N T L NP 2% (cos ™ + isinn)
2 cosﬁ-i—zsm6

cos (107r + g) + 2 8in (107r+ g) - cosg b z'sing
—93 N —93

\
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(f) Dla z = —cos(m/7) + isin(w/7) mamy |z| = 1. Ponadto argz = 67 /7, gdyz ze
wzoréw redukeyjnych wynika, iz
6

z=—cos£+isin£—cos(1r—£)+isin(1r_£) =cos§£+z'sin—
7 e T T 7 ;

Zatem korzystajac ze wzoru de Moivre’a otrzymamy

T R e B 6r .. 6m\1* i1 e
(—cos-,?;Jrzsm?) =11 cosT+%sm—,?- =1"(cos12m + isin127) = 1.

(] Zadanie 1.9. Obliczyé wartoéci wyrazen (wynik poda¢ w postaci algebra-
icznej):

(a) (1—14)'% (b) (1 + \/ﬁi)s; (c) (2\/5 - 211)30;

(d) (COS % — isin %) 103 (e) ——_(il__:jz;)s; (f) (Sin% + i cos %)24 2

Odpowiedzi. (a) —2%; (b) 27 (—1 + V/3i); (c) —4%; (d) —i; (e) —32d; () L.

B Przyktad 1.10. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazic:
(a) cos 3z przez cosx; (b) sin6x przez sinz i cos .

Rozwiazanie.
(a) Obliczymy wartod¢ wyrazenia (cosz + isinz)” wykorzystujac dwa wzory: wzor
de Moivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzor de Moivre’a otrzymamy
réwnosé

(cosz + isinz)® = cos 3z + i sin 3z.
7 kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnosé

(cosx + isin z)® = (cosz)® + G’) (cosz)?(isinz) + (;) (cosz)(isinz)? + (isin z)?

3

2z —isin’z

= cos® z + 3icos® rsinz — 3coszsin
= (cos®z — 3coszsin®z) +i (3cos® wsinz — sin® z) .
Poréwnujac czeéci rzeczywiste prawych stron obu réwnoscei otrzymamy

cos3z = cos3z — 3cosxsin®z = cosz (cos® x — 3 sin’ z)

= cosw(coszm_3+3cos2$) = cos:c(4coszx—3) :

(b) Obliczymy warto$¢ wyrazenia (cosz + isin x)® wykorzystujac dwa wzory: wzor
de Moivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzér de Moivre’a otrzymamy
rownosé

(cosx +isin )% = cos 6z + isin6z.

7 kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnos¢
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