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Niniejszy zbiér zadan* jest druga czescia zestawu podrecznikéw do kursu
Algebra z geometria analityczna. Pierwszg czeScia zestawu jest ksiazka pt.
LAlgebra i geometria analityczna. Definicje, twierdzenia, wzory”, a trzecia —
opracowanie pt. , Algebra i geometria analityczna. Kolokwia i egzaminy”. Pod-
reczniki te sg przeznaczone gléwnie dla studenté$w politechnik. Moga z nich
korzystaé takze studenci wydzialéw nauk $cistych i przyrodniczych uniwersy-
tetow oraz uczelni ekonomicznych, pedagogicznych, rolniczych i wojskowych.

Zbiér ,,Algebra i geometria analityczna. Przyktady i zadania” zawiera przy-
kladowe zadania z rozwigzaniami przedstawionymi ,krok po kroku” oraz po-
dobne zadania przeznaczone do samodzielnej pracy. Przyklady i zadania obej-
mujg liczby zespolone, wielomiany, macierze i wyznaczniki, uklady réwnan li-
niowych, geometrie analityczng w przestrzeni oraz krzywe stozkowe. Material
teoretyczny niezbedny do rozwigzywania zadan mozna znalezé w ksiazce pt.
»Algebra i geometria analityczna. Definicje, twierdzenia, wzory”. Podpunkty
przykladéw i zadan oznaczone poczatkowymi literami alfabetu sa z reguly
najprostsze. Z kolei przyklady i zadania oznaczone gwiazdka sa trudniejsze.
Kierujemy je do ambitnych studentéw. Studentéw zainteresowanych rozwig-
zywaniem trudnych i nietypowych zadan z algebry zachecamy do zapoznania
sie z ksiazka ,,Studencki konkurs matematyczny. Zadania z rozwigzaniami’ .

W obecnym wydaniu wprowadzono drobne zmiany oraz poprawiono za-
uwazone bledy i usterki.

Dzickujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki Politechniki
Wroctawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o zbiorze.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas

*Do 2005 r. ksigzka miala tytul ,Algebra lintowa 1. Przyktady i zadania”.






: e Liczby zespolone

1.1. Postac algebraiczna liczby zespolonej

B Przyktad 1.1. Wykona¢ dziatania:
(a) (—2+3i) + (7—8i); (b) (4i —3) — (1 + 10d);

© (VE+i)- (3-VEi); @ grg

(e) (3 —2:)%; (£) (2+ 5i)(2 — 5i).

Rozwigzanie. Dzialania dodawania, odejmowania i mnozenia na liczbach zespolonych w
postaci algebraicznej z+iy (z,y € R) wykonujemy tak, jak na wielomianach zmiennej
i, pamietajac o warunku i> = —1. Natomiast w przypadku dzielenia liczb zespolonych
stosujemy przeksztalcenie

z+iy  (z+iy)(u—iv)  (z+iy)(u—iv)
utiv  (uwtiv)(u—dv) w242

W zbiorze liczb zespolonych prawdziwe sg tozsamosci znane dla liczb rzeczywistych:
a’? —b? = (a—b)(a+b), (a—b)? = a? —2ab+b?, (a+b)? = a® + 2ab+ b?, itd. Zatem
mamy kolejno:

(a) (—2+3i)+(7—8i) = (—2+7)+(3—8)i = 5—51.
(b) (4i—3)—(1+10i) = (—3—1)+(4—10)i = —4—6i,
(© (V2+i)-(3-VBi) = V23-V2VBi+3i—V3i® = (3v2+v3)+(3-v6)i.

@ 2-3i _ (2—3::)(5—41:) _ W=~ 15i.+121'2 _ 2o 2 23
5+4i  (5+ 44)(5 — 4d) 25 — 1642 41 41 4

(e) (3—2i)® = 3%-3-2i+(2i)® = 9—6i+4i> = 9—6i—4 = 5—6i.

(F) (2456)(2—5i) = 22—(5i)% = 4—-25i% = 4425 = 29.

[ Zadanie 1.1. Wykona¢ dzialania:

() (1-30) + (4 —50; (b) (1+v2i) = (VB=6i);  (c) (1= )6 +50)
@ 2 © (VI—v3i)- (Vi+Va) (© (VB-i)'.

144’
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Odpowiedzi. (a) 5 — 8i; (b) 1 — 3+ (6 +v/2) i; (c) 11 —4; (d) 5/2+14/2; (e) 10;
(f) —8i.

B Przyktad 1.2. Znalezé liczby rzeczywiste x,y spetniajace réwnania:
(a) z(2+ 3¢) + y(4 — 5i) = 6 — 2i; (b) (. —14) - (2—y1) = 11 — 23i;
*F3=2

x Yy )
—1; . s WO
&) s t3ra b S R :

Rozwigzanie. Dwie liczby zespolone sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa réwne ich
czescl rzeczywiste i urojone, tzn.

o Re z1 = Re 22,
n=n = {Imzl = Im z5.
(a) Mamy z(2 + 3i) + y(4 — 5i) = (2z + 4y) + (37 — 5y)i. Zatem
z(2+ 3i) +y(4 — 5i) = 6 — 2¢ <= (2z + 4y) + (3 — 5y)i = 6 — 2i.
Poréwnujac czeéci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzymamy
uklad réwnan
2z + 4y = 6,
3z — 5y = —2.
Rozwigzaniem tego ukladu jest paraxz =1, y = 1.
(b) Mamy (z — i) - (2 — yi) = (22 — y) + (—2 — zy)i. Zatem
(x—i)-(2—yi) =11-23i <= 2z —y) + (-2 — zy)i = 11 — 23i.
Poréwnujac czgdci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzymamy
uklad réwnan

{ 2r —y =11,
—2— gy =—23.
Uklad ten jest kolejno réwnowazny uktadom réwnan: .
{ y—2—2$:€2:c£11’1) =-23 < { ga:zfzflmilél =0 < {; = :;{’ e {j_ _:1342’
(¢) Mamy
z y z(2 4 3i) y(3 — 2i)

53 3+2 (2 302+3)  (3+2)3-20)
20 +3zi | 3y—2yi 2243y  3r—2.
T T AT TP T

Zatem

i y 2z +3y 3z —2y.
e
% e+ YT T3t ¢

=1 <= (2z + 3y) + (3z — 2y)i = 13,

Poréwnujac czgéci rzeczywiste i urojone obu stron ostatniego réwnania otrzymamy
uklad réwnan

2z + 3y = 13,
3r—2y=13=0.

Rozwigzaniem tego ukladu jest para z = 2, y = 3.
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(d) Mamy % =1—4.Stadz+3—-2i=(1—1i)(y —4+1), zatem
y—
(x+3)—2i=(y—3)+ (5 —y)i.
Pordwnujac czesci rzeczywiste 1 urojone obu stron réwnania otrzymamy uklad réwnan

r+3=y-—3,
—2=5—y.

Rozwigzaniem tego ukladu jest paraz =1,y =T.
[] Zadanie 1.2. Znalez¢ liczby rzeczywiste z, y spelniajace réwnania:
(a) (24 3i) + y(5 — 2i) = -8+ T4 (b) (2+yi) - (x—3i) =T7—4;

1+ z+yi  9—2
(C):r:-ih #—1; (d) r—yi 942

Odpowiedzi. (a) z = 1,y = —2; (b) nie istnieja takie liczby; (¢) z = 5,y = 17;
(d) z € R\ {0}, y = —2z/9.

B Przyktad 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwiaza¢ réwnania:

(a) 22 + 3z = 0; (b) 22+ (1+4)Z2=1—34;
(c)22—2+1=0; (d) i+1 -1;

() (z+2)+i(z—Z) =2i—6; (f) (1,— 3z=5+4—2;
P 203, (h*) 2% — iz +2=0.

3242 5—2iz
Rozwigzanie. Sprzezeniem liczby zespolonej z = z + iy, gdzie z,y € R, nazywamy
liczbe zespolona Z okre§lona wzorem Z = z — iy.
(a) Niech z = z + 1y, gdzie z,y € R. Wtedy
2437 = (z+iy) +3( +ip)

=22 — y? 4 2zyi + 3z — 3yi = 22 — y? 4 3z + (2zy — By)i.

Poréwnujac czeéci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 22 4 3z = 0, otrzymamy
uklad réwnan

{x2~y2+39:=0,

2zy— 3y =0.
Uklad ten jest rownowazny kolejno ukladom:
r? —y? 43z =0, 2 — 424 32 =0,
{y(2$—3)=0 y=01lub z=3/2

x =10, T =—3, = 3/2, =312,
<:>{y_0 lu’{){y_0 lub{ _3‘/—/2 lub{'y—3ﬁ/2.

Zatem réwnanie 22 + 3Z = 0 ma cztery rozwiazania:

gy =0, 2o -8 23:%(14—\/5@'), z4:g(1—\/§z').
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(b) Niech z = z + iy, gdzie z,y € R. Wtedy
22+ (144)Z = 2(z +iy) + (1 +i)(z — iy)
=2z+22iy+z—iy+iz+y=(3z+y) + (z +y)i.
Poréwnujgce czedci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 2z + (1+4)z=1-3i,
otrzymamy uklad réwnan
{ 3z+y=1,
T+y=-3.
Rozwigzaniem tego ukladu jest para = 2, y = —5. Zatem z — 2 — 5.
(c) Wykorzystamy wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego az? + bz + ¢ = 0,
gdzie a,b,c € Coraza £ 0 :
~b—4 —b+ 4
20 2T T2a
W tych wzorach 6 jest jedng z liczb zespolonych speliajacych warunek 62 = A =
b* —4ac. Dla réwnania kwadratowego 22 — 2+ 1 = 0 mamy A — —3 = (\/52')2 . Zatem
§ = V/3i oraz

z2] =

1—+/3i 1+ /3i

2z = y 22 = .
2 2
(d) Niech z = z + iy, gdzie z,y € R. Wtedy dla Z # 1 mamy
z+1 . . :
- =—l<=z+l=-2+1 <= (z+1)+iy=(—z+1)+iy.

Poréwnujac czgéci rzeczywiste i urojone obu stron tego réwnania, otrzymamy uklad
rownan

r+1=—-z4+1,

y=y.
Rozwigzaniem tego ukladu réwnan sy pary (0, Y), y € R. Zatem rozwiazaniem réw-
nania (2 4+1)/(Z — 1) = —1 sy licaby zespolone postaci z = 1y, gdzie y € R. Liczby te
spelniaja warunek z # 1.
(e) Niech z = z + iy, gdzie x,y € R. Wtedy

(z4+2)+i(2—32) = [(x+iy) + (z — iy)] + i [(z + iy) — (z — iy)]
=2r+i-2iy=2(z—vy).

Poréwnujac czeci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania (z + z)+i (z — Z) = 2i—6,
otrzymamy uktad réwnan

2(z —y) = —6,

0=2,
Jest to uklad sprzeczny, zatem réwnanie nie ma rozwiazar.
(f) Przeksztalcamy rozwazane réwnanie do postaci (i —3 + 1)z = 5 + i. Stad wynika,
ze

_ 546 GH)(-2-9) _-90-7

RTINS R AT g v e
(g) Dla z # —2i/3 oraz z # —5i/2 rozwazane réwnanie jest réwnowasne réwnaniu
(1 - 3i)(5 — 2iz) = (32 + 2i)(2i — 3).
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Stad wynika, Ze
5—2iz— 15t — 62 = 6iz — 9z — 4 — 64,
a wiec
2(—2 — 6 — 6i +9) = (=5 + 15i — 4 — 61).

Zatem

| —9+49i  (—9+9)(3+8) -99-45i 99 45

“ 3-8  (3-8)3+8%) 1 1 13"
(h*) Niech z = = + iy, gdzie =, y € R. Wtedy

2—iz4+2=(z+iy)’—i(z +tiy) +2
=22+ 2izy— 1y’ —iz—y+2
= (z?-y*-y+2)+i(2zy —z) =0.

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnania 22—i%+2 = 0, otrzymamy
ukiad réwnan
22 —y?—y+2=0,
{ 2zy —z = 0.
Z drugiego réwnania wynika, ze z = 0 lub y = 1/2. Po wstawieniu z = 0 do pierwszego
rownania otrzymamy rozwigzania:
z=0,y=1 =0,Hy=-=-2
Natomiast po wstawieniu y = 1/2 otrzymamy réwnanie kwadratowe bez rozwigzan
rzeczywistych. Zatem réwnanie wyjsciowe ma dwa rozwigzania 2y = i, 23 = —2i.

] Zadanie 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwigza¢ réwnania:

] 2* = 17, (b) 1:-2':2;37:;

(€) 2% — 42+ 13 =0; d) (2422 = (+2)%
{e) 2z +Z =6 — 5¢; (f) (1+1i)2+3(2—1i) = 0;
() “ ¥ o (h)z+i—2+i=0;

2—1+4i 2z+1i
(i*) 22— (6+i)z+ 11 —Ti =0; (%) 23 — 6iz2 — 122+ 8i = 0.

Odpowiedzi. (a) 0,4, —2 + 2iv/3, —2 — 2iv/3; (b) brak rozwiazan; (c) 2 — 3i,2 + 3i;
(d) Rez = =2 lub Imz = 0; (e) 2 — 54; (f) (3+12i)/17; (g) (7 —1)/6; (h) z € R;
(i*) 1— 24, 5+ 3i; (j*) 2i.

B Przyktad 1.4. Na plaszczyZnie zespolonej narysowac zbiory liczb z spetnia-
jacych warunki:

(a) Im [(1 + 2i) z — 34] < 0; (b) Re (z —i)% > 0;
(c) z? = 2Re (iz); (d) Re (23) = Im (2%).
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Rozwigzanie.
Niech z = z + iy, gdzie z,y € R, bedzie dowolna liczba zespolona.
(a) Mamy
Im [(1+ 2¢)z — 37 < 0 <> Im [(1 + 2i)(z +iy) — 3i] <0
— Im[(z—2y)+ (2z+y—3)i] <0
= W+ y—8<li=y=<—2243.
Poszukiwany zbiér jest péiplaszczyzna otwarta, bez prostej y = —2z + 3 (rys. (a)).
(b) Mamy

Re(zi)’>0 <= Re [(z +iy—i)?] 20 <= Re [z +i(y—1)]* >0
< Re[z?—(y—1)*+2z(y—1)i] 0= 2>~ (y—1)2>0
=222 (y-12 <« |z| = |y -1
Poszukiwany zbi6r jest suma dwéch obszaréw katowych ograniczonych prostymi y =
1 -z, y=1+ z, lacznie z tymi prostymi (rys. (b)).
(c) Mamy
2% = 2Re (iz) <= (z +iy)? = 2Re[i(z + iy)]
< 22 — y? 4+ i22y = 2Re [~y + iz]
— z? - y? +i2zy=-2y
Ostatnia réwnosé jest réwnowazna ukladowi réwnan

z? —y? = -2y,
2zy = 0.

Uktad ten jest kolejno réwnowazny uktadom réwnan
z? —y’ + 2y =0, y* 2y =0,
{:c—Oluby—O =\ z=0 Tuh
%= 0, =10,
<> {y:O lub{yzz.
Poszukiwany zbior sklada sie zatem z dwoch punktéw z; = 0, 2z = 27 (rys. (c)).
(d) Mamy
22 =(z+iy) =2® +i32%y — 3zy® —iy® = 2° — 3wy® +4 (3z2y - y3) .
Zatem
Re (2°) > Im (23) < 2° - 32y > 3%y — ¢*
e 22+ 43 - 3xy? — 3z%y >0
< (z+y) (2 —zy+y?) —3zy(z+y) >0
= (z+y) (2> —day+9?) 20
= (z+y) [(y—22)*-32%] >0
= (y+z)[y—2+V3)z][y— (2—-V3)z] >0.

Ostatnia nieréwnosé jest rownowazna alternatywie warunkow:
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W

(y+3: 0 orazy — (2+v3)z>00raz y— (2—V3) =z
(y+$>00razy7(2+\/§):c 0 oraz y — (2 — ﬂl‘éﬂ) lub
(y+$<0orazym(2+\/§)r>00razy—(2—\/?_))$€0) lub

(’y+a:<0 oraz y7(2+\@)$<0 oraz y—(2—\/§ :1:}0)_

Rozwigzanie tej nieréwnosci przedstawiono na rysunku (d).

0) lab

(c) Y

* 2

Uwaga. W Przykfadzie 1.11 przedstawimy inny sposéb rozwigzania zadan tego typu.

[1 Zadanie 1.4. Na plaszczyznie zespolonej narysowad zbiory liczb z spelnia-
jacych warunki:

(a)Re(zz+2) 0; (b) Im 22 < 0; () z—i=2z—1;

1 ;

1+"z =1; (B @ Bz + (5 —dF+1 =0,
—1iz

Odpowiedzi. (a) pélplaszczyzna Im z < 2; (b) druga i czwarta éwiartka ukladu wspél-

rzednych bez obu osi; (c) zbiér pusty; (d) okrag o srodku 0 i promieniu 2; (e) okrag o

srodku 1 — 7 i promieniu 1, bez punktu —i; (f) okrag o érodku —5 + ¢ i promieniu 5.

(d) ; =% (e) Im

B Przyktad 1.5. Obliczy¢ moduly liczb zespolonych:
(a) 4i; (b) 120 =5 (c) (4i+3) (VZ—i);
2—1 N x4
(d) 7_?‘_—1, (e) \/S+ 22, (f) (1 = \/ﬁz)
Rozwigzanie. Modut liczby zespolonej 2 = z+ iy, gdzie z,y € R, jest okreslony wzorem

2l = Va2 + 42
Wykorzystamy nastepujace wiasnosci modutu liczby zespolonej:
@) lar- 2| = 2] - |22| s (2) 12" = 12", (3) |aa/ze ==l /|22l (4) [2] = I2].
Mamy kolejno
(a) Jai| = VOEFE = 4;
(b) [12i — 5| = /(-5)% + 122 = /169 = 13;
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(© |(4i+3) (vVZ—i)| 2 [4i+3| [VE—i| = VI F 2/ (v2

T 2-i |@ _[2—4] _ 22+ (-1) =£-
V3i—1|  |V3i—1] 12+ (v3)° 2

() |VB+2| @ |VB+2i|=/(vB)' +22=3;
(=)' | 2 1 vai = (o () = (49)" =

[J Zadanie 1.5. Obliczy¢ moduty liczb zespolonych:

(f

~—

(a) —V/3i; (b)6—8i; () (i—v8) (V5+2i);
(d) (i»—\/gf; (e) :13_‘-22 ) 1+4itge, ae( ; g)

Odpowiedzi. (a) /3; (b) 10; (c) 6; (d) 32; (e) V/10/5; (f) 1/ cosa.

B Przyktad 1.6. Podaé interpretacje geometryczna modultu réznicy liczb ze-
spolonych. Korzystajac z tej interpretacji narysowaé zbiory liczb zespolonych
z spelniajacych warunki:

(a) |z +1-2i|=3; (b)2< 241 <4 () [(1+i)z—2| >4
3
(@ ;j%’>h () Re(z4+1) <0 i [i—2|<3; (f) [2® +4] < |2 —2i|;
e e
(8) 2—3_473 < 1; (h) |e=1| < |z+i] < |2=243i]; (i) |(z+z ] |22+1|_

Rozwigzanie. Modul réznicy liczb zespolonych zy, 25 jest diugoécia odcinka laczacego
punkty 21, zo plaszczyzny zespolonej (rys.).

Imz

21

Rez

W rozwigzaniach wykorzystamy wlasnosci modulu podane w poprzednim przykla-
dzie.

(a) Mamy e
|2+1—2i| =34= |2 — (=1 +2i)| =3.

Szukany zbiér sklada sie z punktéw z po-

tozonych w odleglosci r = 3 od punktu

20 = —1+2i. Jest to zatem okrag o Srodku 7 Rez

zgp = —1+4 24 i promieniu 7 = 3 (rys.).




stac algebraiczna liczby zespolonej

17

Iz (b) Mamy

niego (rys.).
) Mamy

1 +i)z-2>4 ‘(Hi)-(z— 111)

& it z——i) >4
= V2z-(1-19)|>4

= |z - (1-1)| > 2v2

wukany zbiér sklada sie z punktéw z polozonych
odleglosci nie mniejszej niz r = 2v/2 od punktu
= = 1 — 1. Jest to zatem zewnetrze kola o srodku
‘2 = 1 — i i promieniu r = 2v/2. Okrag o promieniu
r = 24/2 nalezy do tego zbioru (rys.).

i{d) Dla z # 2i mamy

z+3 (3). |2+ 3
- P>
z2—2i|7 |z — 2i]

= |2+ 3| > |z — 2i

= |z—(-3)| = |z —2i].
Szukany zbior sklada sie z punktéw z, ktérych odle-
zloé¢ od punktu z = —3 jest nie mniejsza niz odle-
zlosé od punktu 2o = 2¢. Jest to zatem pélplaszczy-
zna ograniczona symetralna odcinka o koncach z,

25, bez punktu zp = 2i. Symetralna ta nalezy do
szukanego zbioru (rys.).

r=-—1j
|

2< |z4+il<4<=2<|z—(—1)| < 4

Szukany zbior sklada sie z punktéw z polozonych w

y < odleglosci nie mniejszej niz r; = 2 od punktu zg =
v“ ) Rez  —j oraz w odlegloéci mniejszej niz r2 = 4 od tego
“ - punktu. Jest to zatem pierscien kolowy o §rodku zp =
il —i, promieniu wewnetrznym r; = 2 i zewnetrznym

re = 4. Okrag o promieniu r; = 2 nalezy do tego
pierécienia, a okrag o promieniu r2 = 4 nie nalezy do

(e) Poszukiwany zbiér jest wspélng czescia zbiorow
okreslonych przez warunki:

Imz
Re(z+1) <0,
. Pierwszy warunek okresla lewa polplaszczyzne
Ji otwarta ograniczona prostg £ = —1. Drugi warunek
3/

Rez  okredla kolo domkniete o srodku zp = ¢ i promieniu
r = 3. Wspdlna czesé tych zbioréw przedstawiono na
! rysunku.

WECHy,
Q>
BIBLIOTEKA
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(f) Mamy Imz
|22 +4| < |2—2i| <= |(2+2i) - (2—2i)| < |2—2i] 3¢
& 12420 |2 — 20| < |2 — 26|
<= |z — 24| =0 albo R
ez
|z — 2¢| > 0 oraz |z + 2i| < 1.
Warunek |z — 24| = 0 wyznacza zbiér {2i}, a warunki
|z4+2i| <1 oraz |z —2i| >0
okreslaja koto domknigte o érodku zp = —2i i promieniu r = 1. Sume tych zbioréw
przedstawiono na rysunku.
(g) W rozwigzaniu wykorzystamy wzér |Z| = |z| oraz wlasnosci sprzezenia liczb ze-

spolonych. Mamy

@

|Z-1-3i| = |2—1-3i| = |2 — 1+ 3§
= |z — (1 - 3i)|
oraz |3 — 44| = 5. Zatem
F=d=3 !
ST <l |z—(1-3i)|<5.

Szukany zbior sklada sie z punktéw z polozo-
nych w odleglo$ci mniejszej niz 5 od punktu
zo = 1 — 3i. Zatem jest to kolo o srodku zg
oraz promieniu 5, bez okregu ograniczajacego
kolo (rys.).

(h) Dana nieréwno$¢ podwéjna jest réwnowazna koniunkcji
|z = 1| < |z — (—1)| oraz |z — (—i)| < |z — (2 — 3i)|.

Rozwigzaniem pierwszej nieréwnoéci jest zbidr licab zespolonych, ktérych odlegloéé
od punktu z; = 1 jest nie wigksza niz odleglo$é¢ od punktu 2o = —i (rys. (i)), a rozwia-
zaniem drugiej — zbior liczb z, ktérych odlegloéé od punktu zo = —i jest mniejsza niz
odleglos¢ od punktu z3 = 2 — 3¢ (rys. (ii)). Zatem pierwszy zbiér jest péiplaszczyzna
ograniczong symetralng odcinka laczacego punkty z; i zo (symetralna nalezy do tego
zbioru), a drugi péiplaszczyzna ograniczona symetralng odcinka laczacego punkty zp
i 23 (bez tej symetralnej). Szukany zbiér jest wspélna czedcia tych pélptaszczyzn (rys.
(iii)).

(i)

Imz

(i)

Rez




1.1. Posta¢ algebraiczna liczby zespolonej 19

(i) Mamy
. 2 ) ] s g ! . ;
|(z +19)?| = |22 +1] E i > (- i)z +1)| L |z 414> > |z —i| |2 + 1.
Gdy z = —i, to nieréwnosé jest prawdziwa, a

Imz

dla z #£ —i jest réwnowazna nieréwnosci

|z 41| = |z — il
Zatem rozwigzaniem wyjsciowej nieréwnosci
Jest péiplaszezyzna ograniczona symetralng od-
cinka laczacego punkty z; = —1, zp = i (razem z
symetralna) oraz dolaczonym do niej punktem —i
—i (rys.).
] Zadanie 1.6. Podaé interpretacje geometryczng modutu réznicy liczb zespo-
lonych. Korzystajac z tej interpretacji narysowaé zbiory liczb zespolonych z
spelniajacych warunki:

(@) |—3+4i =1 O)[Z=2|=1 (c)2<]iz—5|<3;
z+1
) z+1
(d) [z+1—2i] >3 oraz [z - 3| < 4 (e) e = 1;

(£) sin (|2 + 2i[) > 0; () |2 — 1 +3i| < 5; (0%) 3z +i| <[22 +1| < 5]z — .

Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sg
na rysunkach ponizej:

(a) e (b) Im z (c) Im z

Rez
\%\

@ - (€) .
.
B o Re z
Rez

=
-

-
s -
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(h*) Imz

Rez

1.2. Postac trygonometryczna liczby zespolonej

B Przyktad 1.7. Podane liczby zespolone zapisaé¢ w postaci trygonometrycznej:
(a) —V/5; (b) —6 + 63; (c) —2i;
(d) vV3+14; (e) V2 — V6i; (f) —v/27 — 3.
Rozwigzanie. Liczbg zespolong z = z + iy (z, y € R)
mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:
z=r(cosp+isiny), Im 2

gdzie r = /22 + y? jest modulem, a ¢ argumentem z
liczby 2. Dla r > 0 argument wyznaczamy z warunkéw: r

cos:,o:%, sintp:-‘q (0<p<2m).
T

Jednak dos¢ czesto korzystamy z interpretacji geome- | o
trycznej danej liczby zespolonej i jej argument ustalamy

na podstawie rysunku oraz faktu, ze argumenty liczh

zespolonych z i az dla a > 0 sa takie same.

(i) Im z (ii) Imz (iii) Im z (iv) Imz
—1+41i 141 —v3+i V3+i —14 /3 1+ 3

i
o X
i z 3 ™2 Re:

Rez Rez Rez -1 1

[STE]

—1-1 1—i _/3_4 Vi—i —1-V3i 1—/3i

(a) Dla z = —/5 mamy r = /5 oraz ¢ = 7 (rys. (iv)). Zatem
~v5 = V5 (cosm + isin).
(b) Dla z = —6 + 6i = 6(—1 + i) mamy r = 6/2 oraz ¢ = 3n/4 (rys. (i)). Zatem
—6+6i = ﬁx/i(cosil +isin?21—7r) :

(c) Dla 2z = —2i mamy r = 2 oraz ¢ = 37/2 (rys. (iv)). Zatem
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3
—2i =2 (cos:%ﬂ— +isin—7r) :

2
#d) Dla z = /3 + i mamy r = 2 oraz ¢ = 7/6 (rys. (ii)). Zatem
; T ...
\/§+z—2(cosE+zsmg).
e) Dla z = V2 — V/6i = 2 (1 — V/3i) mamy r = 2v/2 oraz wigc ¢ = 57/3 (rys. (iil)).
Zatem

5 5
V2 - \/62'-2\/5(003; +isin?ﬂ) .
f) Dla z = —/27 — 3i = 3 (—/3 — i) mamy r = 6 oraz ¢ = 77/6 (rys. (ii)). Zatem

7
—\/5'?—32'—6(008% +'isin?ﬂ-).

] Zadanie 1.7. Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometryczne;j:

(a) 7+7i; (b)vV3—4 (c) =5+5v3i; (d) —v3—iV3.

Odpowiedzi. (a) 72 (cos(m/4) + isin(m/4)); (b) 2 (cos(11m/6) + isin(117/6));
{e) 10 (cos(27/3) + isin(27/3)); (d) v/6 (cos(5m/4) + isin(5m/4)).

B Przyktad 1.8. Narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:
2 3
(@) 5 < argz < 555 (b) arg (e 4+2—1) = m; (o) 7 < arg [(~1+0)2] <

Rozwigzanie. Argumentem gléwnym liczby zespolo- Iz
nej z # 0 nazywamy argument ¢ tej liczby spetnia-
Jacy warunek 0 < ¢ < 27. Ponadto przyjmujemy, ze
arg0 = 0.

(a) Zbior sklada sie z liczb zespolonych, ktérych ar-
gumenty gléwne zawarte sa w przedziale (7/6,2m/3].
Jest to obszar katowy ograniczony polprostymi wy-
chodzacymi z poczatku ukladu i tworzacymi katy
7/6 i 2w/3 z dodatnia czeécia osi Rez. Pierwsza z
tyvch pélprostych nie nalezy do tego zbioru.

Rez

Im z

(b) Zbi6r sklada sig z liczb zespolonych w = z—(—2+
i), ktorych argumenty gléwne sa réwne . Jest to p6l-
prosta wychodzaca z poczatku ukladu (zmienna w)
i tworzaca kat 7 z dodatnig czedcig osi Rew. W ukta-
dzie wspoOlrzednych ze zmienna z jest to ta sama pol- ‘ Rez
prosta (bez poczatku) przesunieta o wektor —2 4+ 1.

—24i

(¢) W rozwigzaniu wykorzystamy wzdr
arg (z1 - z2) = argz + argzo + 2kmw

dla pewnego k € Z, gdzie z1,22 € C\ {0}. Poniewaz arg(—1 + i) = 37/4, wigc nie-
rownosé
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T < arg [(—1414)z2] < §2I

jest réwnowazna nieréwnosci
3T

3
w§§+amgz+2k1r<—2v

dla pewnych k € Z. Ale 0 < argz < 2m, wiec k = 0. Stad otrzymamy
U 3m
- & < —.
Pl o

Szukany zbiér jest domknietym obszarem katowym ograniczonym pélprostymi wy-
chodzgcymi z punktu O (bez tego punktu) i tworzacymi katy /4 i 37/4 z dodatnig
czescig osi Re z.

Imz

[J Zadanie 1.8. Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:
b
6

Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki przedstawione sa
na rysunkach ponize;j.
(a) Im z (b) Im 2z

/’ Rez Rez

B Przyktad 1.9. Obliczy¢ wartosci wyrazen (wynik podaé w postaci algebra-
icznej):

(a) (1+9)7; b) (V3-4)" (@) (-2+20%
.7 6 - T 14
(d) (cos 33" + isin 33%)10; (e) (%ﬁ) : (f) (— €08 - + isin ?) .

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy wzér de Moivre’a

(a) argz = %ﬂ-; (b) — < arg(z+3i) < %; (c) m < arg(iz) < 2m.

2™ =r" (cosnp + isinnyp),

gdzie r = |z|, ¢ = argz oraz n € N. Ponadto wykorzystamy wzory redukcyjne oraz
rysunki z Przyktadu 1.7.
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{a) Dla z = 1+ i mamy |z| = v/2 oraz argz = /4 (rys. (i)). Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre'a oraz wzoréw redukcyjnych otrzymamy

14497 = [\/5 (cosi+isinz)r: (\/5)7 (cosl—?rJrisin%)

4 4
= 8v2 [cos (27r = g-) + isin (271' — E)]

™ ™ V2 V2 :

— — —i8in — = By e m— = 8 T 8 -

8\/5(0034 zsm4) 8\/5( T ) i

{b) Dla z = /3 — i mamy |2| = 2 oraz argz = 117 /6 (rys. (ii)). Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre’a oraz wzoréw redukeyjnych otrzymamy

32
176 T
(\/ﬁ - i)32 = [2 (cos _lévr + 48in —‘léﬂ-)J = 932 (cos 3 L + isin —:ﬂ—)

2 2 2 2
= 9% [cos (5871' + ?’T) +isin (5811' + %)] — 2% (cos 5 +isin ?”)

= 232 [cos ('.rr— g) + ¢sin (1r— g)] = 932 (ﬁcosg +z‘sing)

{€) Dla z = —2 4 2i mamy |2| = 2v/2 oraz argz = 31/4 (rys. (i)). Zatem korzystajac
2 wzoru de Moivre’a otrzymamy
_ 3m\1°
(—2+24)8 = [2\/5 (cos ?:1—” +isin f)]
= 2"%(cos 6m + isin6m) = 2'%(cos 0 + i sin 0) = 212.
{d) Dla z = cos33° +isin33° mamy |2| = 1 oraz argz — 33°. Zatem korzystajac ze
wzoru de Moivre’a oraz wzoréw redukcyjnych otrzymamy
(cos33° + isin 33°) 0 _ q10 (cos 330° + isin 330°)

= cos (360°—30°) +isin (360°—30°)

= c0s30° — isin30° — ‘/??_’ - %i.
le) Dla z; = 1 — i mamy |z1] = V2 oraz argz) = —7/4,a dla z3 = /341 mamy
122| = 2 (rys. (i)) oraz arg 2, = 7/6 (rys. (ii)). Zatem korzystajac ze wzoru de Moivre’a
oraz wzorow redukeyjnych otrzymamy

. Tr\]®
G- i IW)J 98 (cos %7[ +isin ﬁ)

(1—@ . (1-9f [‘/i(c 1 4
v3+i)  (V34+i)® T ianTY® 26(cosw+isinm)
( ) [2 (cos 5 +2sin E)]
T s T T .. 0w
B cos(lOvr—i— 5) —i—zsm(l{)?r+§) 2 cosE—!nzsmE B ‘1-
—93 - —93 = 8

M
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(f) Dla z = — cos(m/7) +zsm(7r/7) mamy |z| = 1. Ponadto argz = 67/7, gdyz ze
WZOTOW redukcyjnych wynika, iz

= W+" 5l s( Tr)+'sin(7r 7r)—(:056—7{Jrisin—
Z= (:057 251n7—c0 T - 7 7] = - =

Zatem korzystajac ze wzoru de Moivre'a otrzymamy

6\ 11
—)] = 1" (cos 127 + isin 127) = 1.

( cos = 44 )14— 1 {00s 2 $iain
057 131117 = COSs 7 7

[ Zadanie 1.9. Obliczy¢ wartosci wyrazen (wynik podaé w postaci algebra-
icznej):

(@) (19 0 (1+V3)5  (© (2v3-2)";

(d) (cos——zqm Z)m; (e) (1(1%3;2)6; () (sin%-l%’cos %)24.

Odpowiedzi. (a) —2% (b) 27 (—1 + v/34); (c) —4%; (d) —i; (e) —325; (£) 1.

B Przyktad 1.10. Korzystajac ze wzoru de Moivre'a wyrazié:
(a) cos 3z przez cosx; (b) sin bz przez sinz i cos z.

Rozwigzanie.
(a) Obliczymy warto$¢ wyrazenia (cosx + isin 92)3 wykorzystujac dwa wzory: wzor
de Moivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzér de Moivre’a otrzymamy
réwnosé
(cosz + isinz)® = cos 3z + isin3z.
Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnosé
. 3 0% 3 o 5
(cosz 4 isinz)® = (cosz)? + (l) (cosz)%(isinz) + (2) (cosz)(isinz)? + (isinz)?
— sl . A 0 |
= cos” z+ 3icos” rsinz — 3cosxsin®z — isin’ x

3

= (cos®z — 3coszsin®z) + 14 (3 cos? zsinz — sin® z) .

Poréwnujac czedei rzeczywiste prawych stron obu réwnoéei otrzymamy

3 2

cos3z = cos®z — 3coszsin?r = cosz (cos z — 3sin? 1)

= cosz (cos’z — 3+ 3cos’z) = cosz (4cos’z — 3) .

(b) Obliczymy warto$é wyrazenia (cosz + isinz)® wykorzystujac dwa wzory: wzor
de Moivre’a oraz wzér dwumianowy Newtona. Stosujac wzér de Moivre’a otrzymamy
rownosé

(cosz + isinz)® = cos 6z + i sin 6z.

Z kolei ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnogé
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feos z+isinz)® = (cosz)®+ G) (cosz)®(isinz)+ (g) (cosz)*(isinz)?+ (g) (cosz)?

x (isinz)®+ (Z) (cosz)?(isinz)*+ (g) (cosz)(isinz)® + (isinz)®

p 2z — 20icos® zsin® z

5

= cos® z + 6i cos® zsinz — 15 cos? sin

6

+15 cos? zsin? z + 6i cos zsin® z — sin® z

6z — 15 cos? rsin® z + 15 cos? zsin? z — sin® )

= (cos
+i (6 cos® zsinz — 20 cos® zsin®  + 6 cos rsin® z) .
Poréwnujac czedei urojone prawych stron obu réwnosci otrzymamy

sin 6z = 6 cos® zsinz — 20 cos® z sin®  + 6 cos Tsin® z.

_ Zadanie 1.10. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazié:

{a) sin 3z przez sin ; (b) cos4z przez sinx i cosx.

Odpowiedzi. (a) sinz (3 — 4sin z); (b) cos! z — 6 cos? zsin’ z + sin® z.

B Przyktad 1.11. Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych z spetniajacych warunki:
(@) Re () >0;  (b)Im (5 <0;  (c) Re [(2)°] >0.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy postac trygonometryczna liczby zespolonej
{Przyktad 1.7) oraz wzér de Moivre’a (Przyktad 1.9).

{a) Dla z = r (cosp + isingp), gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27 mamy
Re (22) >0 <= Re {11- (coscp+z'si11<p)]2} >0 4= Re [r?(cos2p + isin2p)] > 0
< r2cos20>0<=r=01lubr>0i cos2p 20

3r 5
e r=01lubr>0i goG[O,Z]U[%,f}U[—Z—WJw).

Poszukiwany zbiér sktada si¢ z dwéch domknigtych obszaréw katowych (rys.).

Imz

(b) Dla z = 7 (cos ¢ + isinp), gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27, mamy

Im (2%) <0 <= Im {[r (cosgo-i—z'singa)]ﬁ} <0
<= Im [r® (cosbyp + isin6yp)| < 0 <
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<= r%5in6p <0+ r>01isinbp <0

<~ r>0i E(EE)U 7 o U 5—7?1? U 711'4_7r U 37r§£ U H—WQ'.T
¥=\s'3 23 5" 6’3 23 6 7 )e

Poszukiwany zbiér sklada sie z szedciu otwartych obszaréw katowych (rys.).

(¢c) Dla z = r (cos + isiny), gdzie r > 0 oraz 0 < p < 27, mamy
Z = r [cos(—) + isin(—yp)] .
Zatem

Re [(‘z‘)a] >0<=Re {[r (cos (—¢) + isin(—c,a))]S} >0
<= Re [r® (cos (—3¢) + isin (—3p))] >0
=12 cos(—3p) >0 <= r>0i cos3p >0

5 T 3 11
—r>0ipe ) u(5E)u(T5) v (F).

Poszukiwany zbiér sklada sie z trzech otwartych obszaréw katowych (rys.).
Imz

[0 Zadanie 1.11. Narysowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:
(a) Im (2%) < 0; (b) Re (%) = 0;

O1m (2)> Re [F]; @m0

= 0.
A=z~

Odpowiedzi. Zbiory liczb zespolonych spehiajacych podane warunki przedstawiono na
rysunkach.
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1.3. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

B Przykfad 1.12. Stosujac postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej z rozwiazac
rownania:
|2[%2

) 2= @% )@ =4 () 5

Rozwigzanie. Zastepujac symbolem e*? wyrazenie cos ¢+ i sin ¢ wystepujace w postaci
trygonometrycznej liczby zespolonej z = r(cos ¢+ isin @) otrzymamy posta¢ wyklad-
nicza tej liczby, tzn. wzér z = re'®. Przy rozwigzywaniu réwnan bedziemy korzystaé
2 tego, ze dwie niezerowe liczby zespolone sg sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
moduly sa réwne, a argumenty réznia sie o wielokrotnoéé 2m, tzn. dla 29 = 1€
23 = 19€"2, 71,79 > 0, mamy

~1; [(d) [2] #2? = =i

21 = 2p & T1 =T3 oraz ©; = @2 + 2kmw, k € Z.
{a) Niech z = re'?, gdz1e r 2 0oraz 0 < cp < 27. Wtedy Z = re ¥. Ponadto, ze wzoru

de Moivre’a mamy 2z = r%e?¥ oraz (z)° = r’e 2. Zatem

z e A(Z) : T'2 2ip ,r2e—2zgp

<= r=0albor >0 oraz 2p = —2¢+ 2kn (k € Z)
k
> r=0&1bor>00rach:?wdlak:0, 1; 2: 3,
Rozwiazaniem jest zatem suma osi rzeczywistej i urojonej.
(b) Liczba z = 0 spelnia réwnanie (2)° = 4 |#%| . Niech teraz z = re'?, gdzie r > 0,
0<op < 27. Wowezas Z = re @ oraz ze wzoru de Moivre'a (2)° = r8¢ 769, Dalej

§2%| = 72, a wigc
Im z

(2)° =4 |z2| = e b = 442 24 —
=70~ 0 =fpdetd

wld

7o 4 25 z2  Rez
{6go=O+2k1r,k€Z = |V2
frAOlubr:\/i /

— lvr 28 o

p=—,1=0,1,2,3,4,5.
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Rozwigzaniami réwnania sa zatem liczby

2 6 2 6
2=, 22:\/5, 33:£+£i’ Z4:—£+£'i,
2 2 2 2
z5 = —23, 26 = —23, 21 = —%,.
Sa one przedstawione na rysunku.
(c) Réwnowaznie mozemy napisaé, ze |z|* - z = (—1) - (2)° dla z # 0. Niech z = re'®,

gdzie r > 0, 0 < ¢ < 27m. Wowcezas

|z)2 - 2 = (=1)- (2)° <= r2. (re¥) = " 2 (rPe—%%) T35
= et = peilm—3¢)
e =3, ¢
4:>{cp=?rk3(,o+2kw,kez —z Rez
r € (0, 00),
— m kmw
=+, k=0,1,2,3.
¥ 4+ 9 ’ k 0: ) 13

Rozwiazania réwnania tworzg wiec dwie proste nachylone do osi rzeczywistej pod ka-
tami 7/4 oraz —m/4 i przechodzace przez punkt O, ale bez tego punktu (rys.). Dla
z = re'?, gdzie r > 0 oraz 0 < ¢ < 27, mamy |z| = 7 oraz 22 = r?e*¥. Ponadto

—i=1-€"""/2 Réwnanie |z| - 22 = —i przyjmie teraz réwnowaina postaé
3 _2i 3
roe*¥ = lae
Imz
(d) Stad r = 1 oraz 2¢ = 37/2+ 2kn (k € Z). Zatem
@ = 3r/4+kw. Jedynymi wartosciami k, dla ktérych 1
0 < ¢ < 27, sa 01 1. Rozwiazaniami roéwnania sa i
zatem liczby: x
3 ; -\ X
z 1 eTz co 37r+__ il \/5( 1+14) B
=1- =cos— +isin— = — (—
* . 4 -2 :
T 7 7 2
z=1-e* :c05%+isinf:§(1—i). L *

0 Zadanie 1.12. Stosujac posta¢ wykladnicza liczby zespolonej z rozwigzad
rownania:

4 .

2

(a) 2f =2 (b} A) = 2|22 (c) (2)? |zz' =

@ 2P =i% (o) £ = (@) (£) |°] = 2.

Odpowiedzi. (a) 0,1, v2/24+v/2i/2,i, —v2/2 4+ v2i/2, -1, —v2/2—/2i/2, —i,V2/2 —
V2i/2; (b) suma trzech prostych: osi rzeczywistej oraz prostych nachylonych do tej
osi pod katem m/3 i przechodzacych przez punkt O; (c) okrag o $rodku w punkcie O
i promieniu /2; (d) suma trzech pélprostych o poczatku w punkecie O : nieujemnej
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czeSci osi urojonej oraz pélprostych nachylonych do niej pod katem 2m/3; (e) suma
szeéciu prostych przecinajacych si¢ w punkcie O : obu osi oraz prostych nachylonych
do tych osi pod katem w/6; (f) 0,1,4, -1, —i.

B Przyktad 1.13. Stosujac wzory Eulera przedstawic:

(a) cos®z; (b) sin®z.

w postaci sumy sinuséw lub cosinuséw wielokrotnodci kata .

Rozwigzanie. Niech = € R. Wéwezas zachodzg wzory (Eulera):

eiﬂ: L e—iz e'ia: S efi..’\"..
1 B =———— 2 ing = ———
(1) co 3 . (2) sinz 5
(a) Korzystajac ze wzoru (1) oraz stosujac wzér dwumianowy Newtona otrzymamy
1 45 iz B
5 -
cos’z = % (e +e7*)

N % [(g) (€2)° (e7=)" + (?) ()" (e %) + (g) (¢)? (e7=)?
(@ e e+ (@ e+ () e

, - _ _ . | |
= 2_5 (651.’; + 583”: + 106”: + 1067'1’- + 56—3127 + 87513)

1 bz —i5T 13T —1i3x iT —ix
= e +e I3 56 1€ 11 Oe +e _
2 2 2 2

1
= E(COS 5z + 5cos3z + 10cos ).

(b) Korzystajac ze wzoru (2) oraz stosujac wzér dwumianowy Newtona otrzymamy

sin®z = (21)6 (e — e=)® =

-5 [ e e - ) e e+ (5) @' e’
(D) (e e () @' e (G) @ e’

1

- 7@ (661':1: _ 66492:1: 4 15621’3 20+ 15672&: _ 66—41’:!: + efﬁia;)
1 i6x —i6z idx —idx 12z —i2z

__1 (¢ +e —Be e +15e +e 10
25 2 2 2
1

=~ (10 — 15 cos 2z + 6 cosdz — cosbx) .

Uwaga. Otrzymane zaleznosci mozna wykorzystaé¢ do obliczania catek nieoznaczonych
funkeji cos® ., sin® .




30 Rozdziat 1. Liczby zespolone

U Zadanie 1.13. Stosujac wzory Eulera przedstawié:
(a) sin3 z; (b) cos? x; (c) sin® z; (d) sin*z + cos? z.
w postaci sumy sinuséw lub cosinuséw wielokrotnosci kata z.

Odpowiedzi. (a) (3sinz—sin 3z)/4; (b) (1+cos2x)/2; (¢) (sin 5z—5sin 3z+10sin x)/16;
(d) (cosdz + 3)/4.

1.4. Pierwiastkowanie liczb zespolonych

B Przyktad 1.14. Korzystajac z definicji obliczyé:
(a) V4i—=3;  (b) V8  (¢) V-1

Rozwigzanie. Pierwiastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy kazda liczbe
zespolong w spelniajaca réowno$é w™ = z. Zbidr pierwiastkéw stopnia n z liczby ze-
spolonej z oznaczamy przez /z.

(a) Niech z + iy, gdzie z,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z + iy)? =
4i — 3. Stad 2% + 2izy — y? = 4i — 3. Réwnanie to jest réwnowazne ukladowi réwnan

{:1:2—312:—3,

Rozwigzaniem tego uktadu réwnan sa pary liczb: z =1, y = 2; z=—1, y = —2.
Zatem
VAi—3={1+2, -1 2}.

(b) Niech x + 4y, gdzie z,y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z +iy)® = 8.
Stad z3 + 3iz’y — 3zy? — iy = 8. Réwnanie to jest réwnowazne ukladowi réwnar

2% — 3zy® = 8, z (z* —3y%) =8,

2 3 L 2 "

Jz*y—y° =10 y(3:t: gy)=0.
Z drugiego réwnania tego ukladu wynika, ze y = 0 lub 322 = y2. Wykorzystujac
te zaleznosci w pierwszym réwnaniu ukladu otrzymamy z® = 8 lub —8z% = 8. Stad
T =2 lub x = —1. Ostatecznie rozwiazaniem ukladu réwnan sa pary liczb:

=2 y=0 z=-1, y:\/g; r=—1, y=—3.
Zatem
VB={2,-1+iv3,-1-iv3}.
(c) Niech z+iy, gdzie z, y € R, bedzie szukanym pierwiastkiem. Wtedy (z+iy)* = —1.
Stad
z + 4z%yi — 6%y — dzyPi + y* = (2 — 622y? +yt) + iday (2 — y?) = -1
Roéwnanie to jest réwnowazne uktadowi réwnan
zd — 6$2y2 - y4 ==l
{ dzy (:1:2 -y?) =0.
7 drugiego réwnania ukladu wynika, ze




Pierwiastkowanie liczb zespolonych 31

zy=0 lub zZ—y?=0.

iz =0luby =0, to po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy odpo-
io réwnania y* = —1 lub z! = —1, ktére sg sprzeczne. Jezeli za$ 2 — y? = 0, to
wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy —4x? = —1, stad

(x-—\/ilubx=~§) oraz (y—?luby——ﬁ).

g 2
V-1= {?(1 +i), ?(1 — i), —?(1 + 1), —?(1 - i)} .
Zadanie 1.14. Korzystajac z definicji obliczyé:
la) V6—12i;  (b)vV-11+60i; (o) ¥i;  (d) V16
iedzi. (a) {3 —2¢,—3+ 2i}; (b) {5+ 6i,—5 — 6i};

o) {——z‘,(\/§+i)/2,(—\/§+i)/2}; (d) {2,2i, -2, —2i}.
B Przykfad 1.15. Obliczy¢ i narysowacé na plaszczyznie zespolonej:
(@) V=2 (b) VI () {-8+8v3i; (d) V1.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy wzér na pierwiastki stopnia n z liczby
sespolonej z # 0 o argumencie . Wzér ten ma postaé: ¥z = {20,21,...,2n-1},
zdzie

2k
2 = ¥zl (cos%Jrisin(p—'—%w) dla k=0,1,...,n—1.
T

{a) Dla z = —2i mamy |z| = 2 oraz argz = 37/2. Zatem
3—N+2k1r 3—1r+2k7r
V=2i=4{V2 cos—22—+isin2—2— k=01

Dla k£ = 0 mamy

3 3 2
20— \/ﬁ(cos—ﬂJrisin—ﬁ) = \/5 (£+§z) =—14+14. 2o

Imz

4 4

Dla k£ = 1 otrzymujemy

T
o — \/ﬁ(cos%r+isinf) =2 (?-—?z) = 1.

z1

Zatem v—2i = {—-1+1i,1 —d}.
(b) Dla z = —27 mamy |z| = 27 oraz arg z = 7. Zatem




32

Rozdziat 1. Liczby zespolone

T+ 2k

e/——w—{e/z?(cos

Dla k£ =0, 1, 2 otrzymamy odpowiednio:

T+ 2k
n

«

):k—(},l,Q}.

Imz
™ P 1 \/?: 20
20—3(cos§+@sm§)—3(§+Tz),
2m
z1 =3(cosm+isinw) =3(—1+0-1) = -3, ¥ =
1= 3 ) =3( ) . s s
z 3 055W+isin57r : \/5?, Hes
— G = — — — e .
2 3 3 PR
3 33 3 33 .
S vV2T={=-4+—""4,-3,— ———4}%.
tad 2 {2+ 22, 3,2 21}
(c) Dla z = —8 + 8v/3i mamy |z| = 16 oraz arg z = 27/3. Zatem
2 2
) 4 2%k = 2kn
\/78+8\@?§: V16 | cos 3 1 + i sin 3 7 s kh=0,1,2.8
Tak wiec dla k =0, 1,2, 3 mamy odpowiednio:
LA ey VI e :
2 = 2(cosE+zsmE) =9 (?—I—gz) = \/?_n—}—z,
Imz
2 1 )
21 :2(cos%”+isin?ﬁ) —2(—;%%2‘) :fl+\/§z, = .
2
7 i -
Za —2(cos§+zsm%r) =2(—2\/§—§'£) =—v3—1i, [ : T ez
5 1 22
Z3 = 2(cos—+zs1 ?ﬂ) :2(5—‘/752') =1-—+3i a ks
Stad \4/—8+8\/§z':{\@er,flﬂ-\/gi,—\/ﬁ—i,l—ﬁz’}.
(d) Dla z = 1 mamy |z| = 1 oraz argz = 0. Zatem
042
\E/Iz{\‘ﬂ(cos +6kﬂ+1sm0+2k7r):k—O,l,...,5}.
Tak wiec dla £ = 0,1, 2,3,4, 5 mamy odpowiednio:

. LIRS
zp = 1(cos0+isin0) =1, zl—l(cos§+zsm§)_§+72,
=1 00527{4—" 2y 1+—3 =1(cosm+isinm) = —1
2 = g Tisino )=~ 5 b 2= sinw) = —1,
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Zy— (:054—7r+isi 4_11' = l ﬁz':a:fl cos5—ﬂ+z'sin5—TI —l—ﬁi
o 3 R ) =Ty T gl 3 ol URAT B

1 3 il 3.1 3
Ostatecznie V1 = {1,——+ %i,—l o \/57;, -1,—=— —\/—_-i,— - £z} .

2 g 2 3 93 9
Imz
z2 Z1
i
3
s
23 3 Nzo
1 Rez
z4 25

(] Zadanie 1.15. Obliczy¢ i narysowaé na plaszczyznie zespolonej:

(a) -1+ V3i; (b) V=27 (c) ¥=% (d) V=64  (e) ¥32;
0 ¥T+5 (@) V-8+8V3i (%) Vi () Y2+

Odpowiedzi. (a) {v2 (1+ V3i)/2,~V2 (1+ V3i) /2};

(b) {3i,3 (V3+ i)/2,3 (V3- i) /2};

() {1 +4,-1+i,—1—4,1—i}; (d) {\/§+z',2i,ﬁ\/§+i,f\/?-a—i,~2i,\/§—z’};
(e) {2 (cos(n/10) + isin(mr/10)), 2,2 (cos(97/10) + isin(97/10))

2 (cos(13m/10) + isin(137/10)), 2 (cos(17m/10) + isin(177/10))} ;

() {a+i)/¥2 [(—1-\/5) +i (—1+~/§)] /292, K—l+x/§) +i (—kx/ﬁ)] 1292}
(@) {V3+i,~1+V3i,—V3—i1- Vai};

(h*) {£(a + bi), £(b — ai)}, gdzie a = 1+ V2b; b= 1/y/4+2v?2,

(i*) {(a, +i)/v2a,[(1 - a) + (a—1)i] /v2a, (1 — ai)/\/Z_a}, gdzie a = 2 + V3.

B Przyktad 1.16. Odgadujac jeden z elementéw pierwiastkéw obliczy¢ pozo-
stale:

@B b VAT @ {(vE-i)

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy wzér wyrazajacy elementy zbioru

{‘/E = {ZU, BiaisEs znﬂ}
w zaleznoéci od wybranego pierwiastka 2o, przy czym argument gléwny zg niekoniecz-
nie musi byé najmniejszy:

2k 2k
2k = 20 (cos—g—l—isin—n'f—r), gdzie 1<k<n—1
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(a) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru /(3 — 5i)? jest liczba zg = 3 —5i. Drugi
element tego zbioru wyraza sie zatem wzorem

21 = zp (cosm +isinw) = (3 — 5i) - (—1) = =3 + 5i.

(b) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru /(1 + i)® jest liczba zo = (1+1)% = 2i.
Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja sie wzorem

Zk = Zp (COS%TN + isin 2k_7r) , gdzie k=1,2.

3
Zatem
, or .. 2w {1t 3 .
21=2z(cos?+zsm?)=2z(—§+7z)——\/5—1,
4r 4m 1 V3
= ] ol ) si — =2- S P = —'_
Z9 2z(cos 3 + i sin 3) ’L( 5 5 e) V3 —i

(c) Zauwazmy, ze jednym z elementéw zbioru 1/ (v/3 — 1) 12 jest liczba

0= (A= = ofon () +iin (D)
=B (cos (—%) +isin (—g)) = <

Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja si¢ wzorem

2k 2k
2k =20 (cos TW + isin Tﬂ-) , gdzie k=1,2,3.
Zatem . -
71 = —8t (cosEJrzsmE) =—8i-1=28,

2 = —8i(cosw +isinm) = —8i - (—1) = &,

3 3
23 =—8i (cos ?W + isin Tﬂ-) = —8i-(—1) = —8.

[] Zadanie 1.16. Odgadujac jeden z elementéw pierwiastkéw obliczyé pozo-
state:

(@) VE=B (b)) Y(2F30% (o) VB0 () YE-2".

Odpowiedzi. (2) {9 — 407, —9 + 40i}; (b) {—2 + 33, —3 — 2i,2 — 33,3 + 23};
(c) {3 — 4i,—3/2+2v/3 + 2 + 3v/3i/2, —3/2 — 23 + 2i — 3\/3_»3'/2};

(@) {~16(1+i),8 (1+V3+i-iv3),8(1-VB+i+iv3)};
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B Przyktad 1.17. Znale’¢ rozwiazania réwnan:
(@) f=@2+4)% () -t=(E+d5 (0 (2+1)°=(z-1%

Rozwiazanie.
(a) Zauwazmy, 7e rozwigzanie réwnania z® = (2 + 4i)® sprowadza si¢ do znalezienia
zbioru pierwiastkéw 6-tego stopnia z liczby (2+-44)°. Jednym z elementéw tego zbioru
jest oczywiscie liczba zp = 2 + 4i. Pozostale elementy tego zbioru wyrazaja si¢ wzo-
rem:
2k 2k

2k = 20 (COSTW + isin%) (1< k<5).

Zatem

(2+4z)(cos—+zsm (2 + 44) ( —2\/:)—1—2\/§+(2+\/_)

27
2o = (24 4i) (cos% -Hsm— =(2+4) ——+—z) =-1-2V3+ (42+\/§)i,

23 = (24 4i) (cosm + isinm) = (2 + 4i) (— —2 — 4,

1) =
z.;=(2+4z')(cos%+zsm4— = (24 4i) ( %——\g—_i):—l+2\/_—(2+\/§)z’,

(2+4z)(cos5 +zs1n5;r) (2+4)(§§z)—1+2\/§+( \/g)z

(b) Oczywiscie z # —i. Zatem réwnanie ma réwnowazng postaé

z—i\*
() -

z+1

ktéra jest z kolei réwnowazna alternatywie rownan
§+::wk (0 <k <3),

gdzie {wp,w;,ws, w3} = V1. Poniewaz v/1 = {1,—1,i,—i}, zatem réwnania te przyj-
muja postaé z—i = z+ilubz—i = —(z+4) lub z—i =i(z+1i) lub z—i = —i(z +1).
Pierwsze z tych réwnan jest sprzeczne, a pozostale maja odpowiednio rozwigzania
21=0,20=-1, 23 =1.

(¢) z = 1 nie jest pierwiastkiem réwnania, zatem mozemy je zapisaé w réwnowaznej

postaci
iz+1)° _
(57) =
ktéra z kolei jest réwnowazna alternatywie réwnan

] 1
S w (0<k<2),

gdzie wy, s elementami zbioru v/1. Poniewaz

e R R R R
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Y= {1,—1/2 /352, —1 ]2~ \/52‘/2},
wiec otrzymamy réwnania:
izl i+l 1 V3, dzHl 1 V3,
z—1 ' z2—-1_ 227 2-1 2 2
Rozwigzaniami tych réwnan sa:

20 =141, z1:—(1+\/§) (144)/2, 2= (\/5—1) (1+14)/2.

[J Zadanie 1.17. Znalez¢ rozwigzania rownan:

@ A=(—iy  (b) (2= 1) = (i— 25

(c) 22 = (iz + 1)3; (d*) (z +2i)® + (2 — 2i)® = 0.

Odpowiedzi. (a) 1 — 4,1+, ~1—i, 1+ (b) (1+i)/2, (2= V3+i)/ (3+ iv3),
(2+V3+i)/(3-iv3), (2-V3=i)/ (1+iV3), (2+v3-i)/ (1-v3);
(© 1/ -i), -2/ (1+i(2-V3)), -2/ (1+i (2+v3));

d*) Z1 :2ﬁ (¢7*4\/§+Zﬁ\/§—5), Zp =71, 23 = —21, 24 = —21,

25 = 2\/§ (\/7+4\/§+i\/4‘\/§+ 5), 26 = %5, 2y = —25,.28 = —Zp.




Wielomiany

Podstawowe definicje i wtasnosci

tad 2.1. Obliczyé iloczyny par wielomianéw rzeczywistych lub zespo-

BP(z) = 2> — V22 + 3, Q(z) =2% - 222 + 52 — 1;
W(z) =22 +3iz+1—i, V(2) = —iz? +42 — 6i.
srwigzanie.
Mamy

-Q)(z) = P(z)-Q(z) = (2% — v2z + 3) - (2 — 222 + 5z — 1)
= 25 2044 523 — 22 — /221 4+ 2/22° — 5222 + V22 + 323 — 622+ 1523

25— (2+v2) z* + 2 (4+v2) 23— (7+5v2) 22+ (15+v2) z—3.

) Mamy
V)(z) = W(2)-V(2) = (z2+3iz+1—1) - (—iz® + 42 — 6i)
= —32* 4425 —6i22 + 323 + 12622 + 182 — (1 +i)z2 +4(1 — i)z —6i — 6
= —iz* + 723 + (5 — 1)2% + (22 — 4i)z — 6(1 + ).
Zadanie 2.1. Obliczy¢ iloczyny par wielomianéw rzeczywistych lub zespo-
ych:
a) P(x) =2*-3234+2 -1, Qz) =22 — .+ 4;
b) W(2)=234522—i2+3, V(2) = (1 +i)z—2.
Odpowiedzi. (a) P(z)-Q(z) = 28 — 4x° 4 T2* — 112% — 222+ 52 — 4; (b) W(2) -V (2) =
{14 4)2* 4+ (34 5i)2% — (94+4)22 + (34 5i)z — 6.
B Przykfad 2.2. Obliczyé ilorazy oraz reszty z dzielenia wielomiandéw P przez
wielomiany @, jezeli:
(a) P(x) = 2a* — 523 + 2z, Q(z) ==z? - 1;
(b) P(x) =z -1, Q(z) =2+ 1;
(€) P(z) =2> +322 +Tiz -1, Q(z) =2z —1.

37
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Rozwiazanie. Wielomian [ jest ilorazem, a wielomian I reszta z dzielenia wielomianu
P przez wielomian Q, jezeli P(z) = Q(z) - I(x) + R(x) dla kazdego z € R (x € C). W
rozwigzaniu wykorzystamy algorytm dzielenia wielomiandw.

(a) Mamy
222 — Bz + 2
(2z* — 523 + 2z) (22— 1)
— 25¢ + 222
= -5+ 222+ 2z
+ 5z° — 5z
= 22 - 3z
= 297 + 2
= — 3542

Tloraz 2z? — 5z + 2, reszta z dzielenia —3z + 2, czyli
224 — 52° + 2z = (22 — 1) (22® — 52+ 2) — 3z + 2.

(b) Mamy
xl(] o $5 + 1
{0 - 1): (2> +1)
_ gl _ 10
= zl0 -1
+ 210 4 b
= - 1
D |
= g
Tloraz x'° — 25 + 1, reszta z dzielenia —2, czyli
g —1=(25+1) (=0 -2°+1) - 2.
(¢) Mamy
22 4i2d — 224+ B—Dz+ 1410
(zz " + 322 + Tiz — 1) : (z—1)
— 2> 4+ iz
= gzt - 322 + Tiz — 1
— gzt — g%
= —284 322 + Tiz — 1
428 — iz?
= (3—i)% + Tiz — 1
~(3-)22 + (1+30)z
= 14+108)z — 1
— (14 108)z — (10 —4)
—  _(11-9)

Tloraz 2* +iz® — 22 + (3 — i)z + 1 + 10i, reszta z dzielenia —11 + i, czyli
B 4+322+Tiz—1=(z—i) (24 +iz® — 22+ (3 —i)z+ 14 10i) — 11 + .
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] Zadanie 2.2. Obliczy¢ ilorazy oraz reszty z dzielenia wielomianéw P przez
wielomiany @, jezeli:

{a) P(z) = 2z* — 32 + 4% — 52+ 6, Q(z) =22 — 3z + 1;

{b) P(x) =z'6 - 16, Q(z) = z* + 2;

fe) P(2) =2° -2 +1, Q) = (z — ).

Odpowiedzi. (a) Tloraz 222 + 3z + 11, reszta z dzielenia 25z — 5; (b) Lloraz z'2 — 22° +
4r* 8, reszta z dzielenia 0; (c) Tloraz 22 4-3iz—T, reszta z dzielenia —13i2?—182+1+7i.

2.2. Pierwiastki wielomianéw

B Przykiad 2.3. Znalez¢ pierwiastki catkowite wielomianéw:
{a) z3 — 22% — 5z + 6; (b) 22% — 522 — 2z — 3; (c) z° + 52 + 322 — z + 15.

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o pierwiastkach calkowitych
wielomianu a,z" + @, 12" ' + ...+ a1z + ap o wspélczynnikach catkowitych: kazdy
calkowity pierwiastek wielomianu jest dzielnikiem wyrazu wolnego ap.

{a) Dzielnikami wyrazu wolnego ag = 6 sg liczby: 1, 1,2, —2,3,-3,6, —6. Obliczajac
wartoéci wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw widzimy, ze pierwiastkami catkowi-
tymi sy 1,—2,3. Poniewaz jest to wielomian stopnia 3, wiec s3 to jego jedyne pier-
b) Dzielnikami wyrazu wolnego ag = —3 sa liczby: 1, —1, 3, —3. Obliczajac wartosci
wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw widzimy, ze jedynym pierwiastkiem catkowi-
fym jest 3.

i¢) Dzielnikami wyrazu wolnego ag = 15 sa licaby: 1,-1,3,-3,5, 5,15, —15. Obli-
wzajac warto$ci wielomianu kolejno dla tych dzielnikéw wnioskujemy, ze nie ma on
plerwiastkéw catkowitych.

Uwaga. W wielu przypadkach obliczenia mozna znacznie uproéci¢ np. badajac pa-
rzystoéé wartosci wielomianu dla dzielnikéw wyrazu wolnego. W przykladzie (c) dla
kazdej wartodci catkowitej z warto$é wielomianu jest liczbg nieparzysta (jako suma al-
zebraiczna czterech liczb jednakowej parzystosci oraz 15), zatem nie moze by¢ réwna 0.

] Zadanie 2.3. Znalez¢ pierwiastki catkowite wielomianéw:
(a) 2% + 22 — 4z — 4; (b) 323 — T2% + 4z — 4;

{c) z° — 22* — 423 + 42% — 5z + 6; (d) z* + 323 — 22 + 17z + 99.

Odpowiedzi. (a) —1,2,-2; (b) 2; (c) 1,—2,3: (d) wielomian nie ma pierwiastkéw cal-
kowitych. Wskazowka. Wykorzystaé uwage z przyktadu (2.3 (c)).

B Przyktad 2.4. Znalez¢ pierwiastki wymierne wielomianéw:
* 1
(a) 4z — 722 — 5z —1; (b) :1:3+% —T+ 35 (c) 32 + 52° — 2 + 7z — 9.
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Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy twierdzenie o postaci pierwiastkéw wy-
miernych wielomianu a,z"+a, 12" ' +...4+a12+ap o wspdélezynnikach catkowitych:
jezeli liczba wymierna p/q, gdzie ulamek p/q jest nieskracalny, jest pierwiastkiem tego
wielomianu, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego ag, a ¢ wspélezynnika a,,.
(a) Dla wielomianu 4z* — 7z? — 5z — 1 mamy a4 = 4 oraz ag = —1. Dzielnikami wy-
razu wolnego ag sa liczby 1, —1. Dzielnikami wspélezynnika ayg sa: 1, 1,2, 2,4, —4.
Zatem pierwiastkami wymiernymi tego wielomianu moga by¢ tylko liczby:
1 -1 1 —1 1 ~1
P oL 9 8 4 4
Obliczajac wartosci wielomianu kolejno dla tych liczb wnioskujemy, ze tylko —1/2 jest
jego pierwiastkiem wymiernym.
(b) Poniewaz
2

33+%—m+%:%(6$3+x2—6£+2),
wiec pierwiastki wielomianu z° + 2 /6 —x+1/3 pokrywaja sie z pierwiastkami wielo-
mianu 62° + 2% — 6z + 2. Dla wielomianu 6z° + 22 — 6z + 2 mamy a3 = 6 oraz ag = 2.
Dzielnikami wyrazu wolnego ag sa liczby: 1,—1, 2, —2. dzielnikami wspélczynnika as
sq natomiast liczby: 1,—1,2, 2,3, —3,6, —6. Zatem pierwiastkami wymiernymi roz-
wazanego wielomianu mogg by¢ tylko liczby:

1 —1 2 -2 1 —1 1 -1 2 —2 1 -1
T T T 2% 303 306 6

Po sprawdzeniu okazuje sie, ze jedynym pierwiastkiem wymiernym jest %
(¢) Dla wielomianu 3z% + 52° — z* 4+ 7z — 9 mamy ag = 3 oraz ag = —9. Dzielnikami
wyrazu wolnego ag sa liczby: 1, —1,3, —3,9, —9. Dzielnikami wspdlczynnika ag sa na-
tomiast liczby: 1, 1,3, —3. Zatem pierwiastkami wymiernymi tego wielomianu moga
by¢ tylko liczby

1 =] 3 -3 9 —9 1 —1

TS Ul R Ul R T
Po sprawdzeniu okazuje sie, ze zadna z tych liczb nie jest pierwiastkiem wielomianu.
Uwaga. Obliczenia w przykladzie (¢) mozna uproscié, jezeli zauwazymy, ze dla kazdego
ulamka p/q, gdzie p i g sa liczbami nieparzystymi, wartoéé¢ wyrazenia 3z%+5z° —z1+7x
jest ulamkiem nieskracalnym o parzystym liczniku i nieparzystym mianowniku. Stad
wynika, ze warto§é¢ wielomianu 3z°+45z2° —z* 47z —9 dla takiego ulamka jest utamkiem
o nieparzystym liczniku. A zatem wielomian nie moze by¢ réwny 0 dla tych liczb wy-
miernych.

[ Zadanie 2.4. Znalez¢ pierwiastki wymierne wielomianéw:

7 3 1
(a) :1:3—6:52—53:—5; (b) 4z* + 42® + 322 —z — 1;
(c) 4z + z — 1; (d)x5+ém3—12+1$—1.

3 3 3
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powiedzi. (a) 2,—1/2,-1/3; (b) 1/2,-1/2; (¢) 1/2;
d) brak pierwiastkéw wymiernych.

Przyktad 2.5. Znalez¢ pierwiastki réwnan kwadratowych i dwukwadratowych:
fa) 22 +2iz+3=0; (b) 22 — (2+14)2 — 1+ 7i = 0;
fe) 2 + 522 + 4 = 0; (d) z* — 3022 + 289 = 0.

zwigzanie. Do wyznaczenia pierwiastkéw réwnania kwadratowego az? + bz +c¢ =0
wspolezynnikach zespolonych wykorzystamy wzory
] _ —=b+9d
Gg AT Ty ¢
zie § oznacza jeden z pierwiastkéw kwadratowych z liczby zespolonej A = b* — 4ac.

zZ =

1a) Dla réwnania kwadratowego z? 4 2iz + 3 = 0 mamy
A=(2)2-4-1-3=-16.

Przyjmujac § = 4i otrzymamy
e SR R
=T S S e il e

1b) Dla réwnania kwadratowego z? — (2 4+ i)z — 1 4 7i = 0, mamy
A=(2+14)2 —4(-1+7)=7—24i = (4 — 302
yimujac § = 4 — 3i otrzymamy

o @D —(4-30) _ (249 +(4-3i)

2 '—1 + 22, 22 2 = 3 —
) W réwnaniu 2* + 522 = 4 = 0 podstawiajac w = 22 otrzymamy w? + 5w + 4 = 0.
Yy
wigzaniami tego réwnania sa wy = —1 oraz wy = —4. Pierwiastki wyjsciowego
swnania sa zatem rozwiazaniami réwnan z2 = —1, 22 = —4. Stad z; = —i, 20 = 1,

= o ., —2i
) W réwnaniu z? — 3022 = 289 podstawiajac w = 22 otrzymamy w? — 30w +289 = 0.
wigzaniami tego rownania sa

30 — 16 ;
= 5 z:15*83'01‘3,2 w2:30+163

w1y = 154 8s.

Plerwiastki wyjSciowego réwnania sa zatem rozwiazaniami réwnan 22 = 15 — 8i,
2* = 15 + 8i. Stad (patrz Przyktad 1.14 (a)) 21 = 4 — 4, 20 = —4 41, 23 = 4 + i,
24 = —4—1.

1 Zadanie 2.5. Znalez¢ pierwiastki rownan kwadratowych i dwukwadratowych:
{a) 22 — 42+ 13 = 0; (b) 22 — (3 — 2i)z + (5 — 5i) = 0;
fc) 2* +822 +15=0; (d) 24 —3iz2 +4=0.

Odpowiedzi. (a) 2 — 3i, 2+ 3i; (b) 1 —3i, 24 4; (c) iV3, —iV/3, iv5, —iV5;
(d) (=1 +14)/v2, (1 —i)/V2, V2(1+1i), —v2(1 + ).
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2.3. Zasadnicze twierdzenie algebry

B Przyktad 2.6. Znajac niektére pierwiastki wielomianéw rzeczywistych, zna-
lezé pozostale:

(a) W(z) =2 +223 + 522 + 62+ 6, o1 = —1+14;

(b) W(z) = 2° — 5z* + 182> — 1822 + 172 — 13, z; = 2 — 3i, z0 = i.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy twierdzenie: jezeli liczba zespolona x¢ jest
pierwiastkiem wielomianu o wspolczynnikach rzeczywistych, to To takze jest pier-
wiastkiem tego wielomianu.
(a) Z twierdzenia tego wynika, Ze skoro z; = —1 + i jest pierwiastkiem wielomianu
rzeczywistego x* + 22° + 522 + 6z + 6, to takze liczba 23 = T = —1 — i jest pier-
wiastkiem tego wielomianu. Z twierdzenia Bezout wynika, ze rozwazany wielomian
jest podzielny przez wielomian
(z—z)(z—2) =[z— (-1+0d)][z - (-1—49)] =2+ 2z +2.
Tloraz z dzielenia wielomianéw
(z* +22% + 522 4+ 62+ 6) : (z* + 22 +2)
jest wielomianem z? + 3. Pierwiastkami tego wielomianu sa liczby z3 = v/3i, 24 =
—V/3i.
(b) Skoro liczby 1 = 2—3i oraz x5 = i sa pierwiastkami wielomianu rzeczywistego, to
takze liczby x5 = T = 2+ 3i oraz x4 = Ty = —i s3 jego plerwiastkami. Z twierdzenia
Bezout wynika, ze wielomian z° — 5z* + 182 — 1822 4+ 17z — 13 jest podzielny przez
wielomian
(z—z1)(z —23) (. — 2) (. — 24) = [z — (2 3i)] [z — (2 + 30)] (z — @) (z + %)
= (;1:2 —dz + 13) (x2 + ])
= 2! — 423 + 140 — 4z 4+ 13.
Tlorazem z dzielenia wielomianow
(° — 52" + 182° — 187° + 177 — 13) : (2* — 42® + 142% — 42 4 13)
Jjest wielomian z — 1. Pierwiastkiem wielomianu z — 1 jest oczywidcie z5 = 1.
Uwaga. Dla tego wielomianu koficowe obliczenia mozna uproscié¢ prébujac znalezé pier-
wiastki catkowite wéréd podzielnikéw wyrazu wolnego ag = —13, tj. wérdd liczb: 1,
-1, 13, —13.

L] Zadanie 2.6. Znajac niektére pierwiastki wielomianéw rzeczywistych, zna-
lezé pozostale:

(a) W(z) =22 —3v222 + T2 — 3v2, 71 = V2 +i;

(b) W(z) =x* — 223 + 722 + 62 — 30, 2, =1 — 3;

(c) W(z) =z* — 623 + 1822 — 30z + 25, 1 = 2 + i;

(d) W(z) =2° — 225 + 52* — 6% + 822 — 4z + 4, 21 =i, 29 = —/24;
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(z) = 2%—62°+182% - 2823 +312% 222 + 14, z1 =1 —i, 9 = 2 — V/3i.

gedzi. (a) V2 —i, V2; (b) 143, V3, —v/3; (c) 2—i, 1+ 24, 1 — 2 (d) —i, V2,
14 (e) 141, 24 31,14, —i.

fad 2.7. Znalei¢ reszty z dzielenia wielomianéw P przez wielomiany
wvkonujac tej operacji:
P(z) =z1°+ 22 - 2, Q(z) = 2 — 4x;
Plz)=28+52°+1, Qz) =22 - 22+ 2;
Blz) = 2% + 28 + 29, Q(z) =24 - 1.

Heszta z dzielenia dowolnego wielomianu przez wielomian stopnia 3 jest wielomia-
stopnia < 2. Zatem ma postaé R(z) = az? + bz + ¢, gdzie a,b,c € R. Wtedy
= I(z) - Q(z) + R(z), gdzie I jest ilorazem z dzielenia tych wielomianéw. Zatem

wlo+:1:2—2:1($)-(z3—4$)+a:c2+bm-i—c

kazdego x € C. Podstawiajac w tej tozsamosci pierwiastki wielomianu =3 — 4z, tj.
1 =0, T2 = -2, T3 = 2, otrzymamy uklad réwnan

==
1026 = 4a — 2b+ ¢,
1026 = 4a+ 2b+ c.

aniem tego ukladu réwnan jest tréjka a = 257, b = 0, ¢ = —2. Zatem reszta
dzielenia tych wielomianéw ma postaé 25722 — 2.

Reszta z dzielenia dowolnego wielomianu przez wiclomian stopnia 2 jest wie-
ianem stopnia < 1. Zatem ma posta¢ R(z) = azx + b, gdzie a,b € R. Wtedy
z) = I(z) Q(z) + R(z), gdzie I jest ilorazem z dzielenia tych wielomianéw. Zatem

a® +52° +1=1(z) (22 —22+2) tax + b

kazdego z € C. Poniewaz pierwiastki wielomianu z? — 2z + 2, tj. liczby z; = 1+1,
= 1 — 4, nie sg liczbami rzeczywistymi, wigc w ostatniej tozsamodci wystarczy
tawi¢ tylko jeden z tych pierwiastkéw np. z1. Wtedy otrzymamy réwnosé
(1+0)¥+50+4)3+1=a(l +4)+0b.

Stad 7 + 10i = (a + b) + ai. Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron tej
rownosei otrzymamy uktad réwnan

a+b= T,
a=10.
Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest para a = 10, b = —3. Zatem reszta z dzielenia

tych wielomianéw ma postaé 10z — 3.

(c) Reszta z dzielenia dowolnego wielomianu przez wielomian stopnia 4 jest wielomia-
nem stopnia < 3. Zatem ma postaé¢ R(z) = az® + bz® + ex + d, gdzie a,b,¢,d € R.
Wtedy P(z) = I(z)-Q(z)+ R(z), gdzie I jest ilorazem z dzielenia tych wielomianéw.
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Zatem

2% 4+ 2% 4 297 = I(z) (z* — 1) + az® + bz’ + cx +d
dla kazdego x € C. Pierwiastkami wielomianu z! — 1 s liczby rzeczywiste x, = 1,
Ty = —1 oraz zespolone z3 = i, x4 = —i. Zatem do ostatniej tozsamosci wystarczy
podstawié oba pierwiastki rzeczywiste oraz tylko jeden zespolony. Po podstawieniu
otrzymamy uklad réwnan

19 4198 + 197 =g+ b+c+d,
(—1)% + (—1)% + (-1)" = —a+b—c+d,
i 448 4+ =—ai—b+citd
Uktad ten przeksztalcamy do réwnowaznej postaci
a+b+ect+d= 3,
—a+b—c+d=-1,
—a+c= 0,
—b+d=-1.
Rozwigzaniem ukladu jest a = 1, b =1, ¢ = 1, d = 0. Zatem reszta z dzielenia tych
wielomianéw ma postaé 3 + 7% + .
[] Zadanie 2.7. Znalez¢ reszty z dzielenia wielomianéw P przez wielomiany Q
nie wykonujac tej operacji:
(a) P(z) = 2® — 323 + 52, Q(z) = 2° —z — 2;
(b) P(z) = 2 — 420 + 22 + 2z, Q(z) = 2> + 2;
(c) Plz) =z + 321 +2,Q(z) =2* + 1;
(d) P(z) = ='% + 22> — 372 +1, Q(z) = 2% - 1;
(e) P(x) = 2°+z—2, Q(z) = z* — 2z + 5;
(f) P(z) = 2% + 2 — 50, Q(z) = 2* + 8.

Odpowiedzi. (a) 81z + 80; (b) vV2z — 2; (c) 3z% +3; (d) 2z — 1; (e) —18z + 58;
(f) = + 14.

B Przykfad 2.8. Wiclomiany zespolone przedstawi¢ w postaci iloczynu dwu-
mianow:
(a) 122 — 4; (b) 2% —322 +32 — 1 + 8i; (c) 2 — (1 —19)*.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy twierdzenie o przedstawianiu wielomianu

zespolonego w postaci iloczynu dwumianéw. Jezeli liczby zespolone 21, 22, ..., Zm S3
jedynymi pierwiastkami wielomianu W o krotnosciach odpowiednio ki1, k2, ..., km, 2
¢ € C\ {0} jego wspolczynnikiem przy najwyzszej potedze, to

W(z) =e(z— z)M (g~ B oy il )

(a) Szukamy pierwiastkéw wielomianu iz — 4 = i (2% 4+ 4i) . Pierwiastkami tego wie-
lomianu sa: z; = v2(1 — i), 22 = —v/2(1 — i). Zatem

i2? —4=i[z—V2(1—9)] 2+ V201 -19)].
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(b) Szukamy pierwiastkéw wielomianu 2* — 322 + 3z — 1 4 8i = (z — 1) + 8i. Zbiér
pierwiastkéw tego wielomianu pokrywa sig¢ ze zbiorem 1+ v/ —8i. Korzystajac ze wzoru
na pierwiastki z liczb zespolonych otrzymamy

2 =142, 22:1—(\/§+i) oraz 23=1+(\/§—z‘).
Zatem
2322 4+32—1+48i=[z— (1+2i)]- [z—(l_\/g—i)]l[z—(lJr\/ﬁ—i)].

(¢) Szukamy pierwiastkéw wielomianu z* — (1 —14)*. Korzystajac dwukrotnie ze wzoru
a’ — b? = (a+ b)(a — b) otrzymamy

A—Q-i)t = [22+ (1 -9)? [2-(1-9)?]
= [+ 1= [z+ (@ —4)] [z - (1 -9)].

Pozostaly jeszcze do znalezienia pierwiastki wielomianu 22 + (1 — 4)2. Zbiér tych
pierwiastkéw pokrywa sig ze zbiorem /—(1 —i)2. Jednym z elementéw tego zbioru
jest i(1 —i) = 1 + 14, a drugim —(1 +¢) = —1 — i. Zatem poszukiwany rozklad ma
postad

o= (149 (= (—1 =] [ — (L= )] - [z = (-1 +9)].
O Zadanie 2.8. Wielomiany zespolone przedstawi¢ w postaci iloczynu dwu-
mianow:
(a) 2% — 2iz — 10; (b) z* + 522 + 6; (c) 22 — 62 —9.

Odpowiedzi. (a) [z — (i + 3)] [z — (i — 3)]; (b) (2 — V2i) (2 + V2i) (2 — V3i) (2 + V31);
) (-3 [+ + (3 ~iv3) /2] [z + (3+iv3) /2] .

B Przyktad 2.9. Wielomiany rzeczywiste przedstawi¢ w postaci iloczynu nie-
rozktadalnych czynnikéw rzeczywistych:

(a) z* + 81; (b) 7 — x; (c) 2% + 2% + 1.

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie o pierwiastkach zespolonych
wielomianu rzeczywistego. Jezeli liczba zespolona zo jest pierwiastkiem k-krotnym
wielomianu rzeczywistego, to liczba Ty takze jest pierwiastkiem k-krotnym tego wie-
lomianu. Wykorzystamy takze twierdzenie o przedstawianiu wielomianu rzeczywistego
w postaci iloczynu dwumianéw lub tréjmianéw rzeczywistych. Jezeli liczby z1, z2, .. .,
z, sa jedynymi pierwiastkami rzeczywistymi wielomianu rzeczywistego W o krotno-
Sciach odpowiednio ki, ko, ..., k. oraz liczby zespolone z1, za, ..., Zs, gdzie Im z; > 0
dla 1 € j < s, s3 jedynymi pierwiastkami istotnie zespolonymi tego wielomianu o
krotnosciach odpowiednio Iy, Ia, ..., ls, to

W(z) = a(z — xl)k‘ Sz —:132)’“2 e (z— mr)k’
tl l tg
x(@2+pzt+aq) (P +pz+q) .. (BT tgs)”,
gdzie a € R\ {0} jest wspélczynnikiem wielomianu W przy najwyzszej potedze, a
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liczby p1, q1, P2, @2, - - -» Ps, Gs 58 okreslone przez réwnosci
pj = —2Rez;, ¢; = |z;]* dla 1<j<s.
(a) Szukamy pierwiastkéw zespolonych wielomianu z* + 81. Zbiér tych pierwiastkéw

pokrywa si¢ ze zbiorem /—81. Korzystajac teraz ze wzoru na pierwiastki z liczb ze-
spolonych otrzymamy

YR = {?(1 L 3200, —%(1 L 22 i)} .

B 2

[(m_%lm) (x_ig(l_i))] [(H%M) @%M)}

= (+*-3v20+9) (o*+3v20+9).
Uwaga. Ten sam wynik mozna uzyska¢ zapisujac z* + 81 w postaci réznicy kwadratow
pewnych wyrazefi. Mamy
24481 = (o + 1822 1 81) — 182% = (22 +9)° — (3v2x)’
= [(.’L’2 -+ 9) - 3\/51] . [(332 -+ 9) -+ 3\/51'] ]
(b) Szukamy pierwiastkow zespolonych wielomianu g7 —x = z (2% — 1) . Zbiér tych
pierwiastkéw jest suma {0} oraz zbioru pierwiastkow stopnia 6 z liczby zespolonej 1.

Poniewaz
1 1
\“/I:{L v3, 1, ¥3, —@z’,%—@—i}.

Zatem

z*+81

TR AR )

o e eoeern (o= (3 2) (- (3 5)]
e (5+ ) (- -9)

=z(z—1)(z+1)(z? —z+1) (z®+2+1).
Uwaga. Ten sam rozktad mozna uzyskaé¢ korzystajac ze wzoru a’?—b? = (a—b)(a+b)
oraz a3 + b% = (a £ b) (a® F ab+ b?) . Mamy
:E(.’BG—].) =I(J:3—1) ($3+1)
=z(@—1) (2 +z+1)(@+1) (® -z +1).

7

T —

(c) Poniewaz wiclomian z* + 2* + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, wiec jego
rozklad na rzeczywiste czynniki nierozkladalne ma postad

s+ +1= (a:2+aa:+b) ($2+cm+d),
gdzie a, b, c,d € R. Wspélczynniki a, b, ¢, d znajdziemy rozwigzujac odpowiedni uktad
réwnan. Mamy

S S S S
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422 +1 =m4+(a+c)z3+(b+ac+d)x2+(ad+bc):n+bd
Jazdego = € R. Zatem
a+e=0,
b+ac+d=1,
ad+ be=0,
bd=1.
iem tego ukladu réwnan sa dwie czwérki liczb a — -Lb=lLe=1,d=1
a=10b=1,¢c=—1,d= 1.7 pierwszej czwérki otrzymamy rozktad
1= (® -z +1) (#®+z+1).
czwoérka daje ten sam rozklad. Zmieniona jest tylko kolejnos$é czynnikéw.
Ten sam rozklad mozna uzyskaé korzystajac z faktu, ze pierwiastkami réwna-
dwukwadratowego z* + 22 4 1 = 0 sg liczby:

. P . P
1—-2 22,22—21,23— 2 22,24*23.

oren= (o (10 2)] - (3-2))

= (:cz—:chl) (:1:2+a:+1)-

takze wykorzystaé wzor a® — b2 — (@ —b)(a + b). Mamy wtedy
g R (z* + 222 + 1) — 22 = (z2+1)2—z2 = (2 —z+1) (ﬂ:2+.7:+1).

Zadanie 2.9. Wielomiany rzeczywiste przedstawi¢ w postaci iloczynu nie-
adalnych czynnikéw rzeczywistych:

@) 2° + 8; (b) z* + 4
; (d) 42° — 42* — 1323 + 1322 + 9z — 9.

iedzi. (a) (22 +2) (22 4 6z + 2) (=* - vz +2);

(3:2+2:c+2) (m2—22:+2); (c) (22 —\/§x+1) ($2+\/§x+1);
) (z —1)*(z + 1)(2z — 3)(2z + 3).

4. Utamki proste

B Przyktad 2.10. Podane funkcje wymierne (rzeczywiste lub zespolone) roz-
zy¢ na sumy wielomianéw oraz funkcji wymiernych wiasgciwych:

26 3zt +222 1
a ——— (b) —/—————.
2234+ 2—3 i+ 23— o

M
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Rozwigzanie.

(a) Po podzieleniu wielomianéw 2% : (22° + z — 3) (jak w Przykfadzie 2.2) otrzymu-
Jemy

1 1 3 1
6_ i0.3 3 2
2 =(22 +z—3) (52 ZZ+Z)+Z(Z —62+9).
Zatem
L 1, 1 3 22-6249

—— =" — =z - "

223 +2-3 2 47 4 4(22342-3)
(b) Mamy
3c* +272 —1 3(e*+2°—2) 323 +3r+222 -1 —3z® +222+ 3z -1

4 3 = 4 3 =d+ 4 3 4

LY T+ —z i o kel

Ll Zadanie 2.10. Funkcje wymierne (rzeczywiste lub zespolone) roztozyé¢ na
sumy wielomianéw oraz funkcji wymiernych wlasciwych:

25 —322 42 254 3 4+ 203+ 322 + 42+ 5
(a) ; (b) ; (c)

23 4+42241° 2+ 4’ 34222 4+ 32+ 4
—6822 4+ 52 — 16 1 5
P -- 2_4 16 . 1_ . .
Odpowiedzi. (a) z*—42+16+ 5 TV N (b) » 14 (c) $+$3 19224 3z +4

B Przyktad* 2.11. Zespolone funkcje wymierne wlasciwe rozlozyé na zespolone
utamki proste:

iz+9 245 224 + 822 + 32
(8) 5 =i (b) — 2 i (c)——2—2
z2+9 (2—1) (2% + 1) z(22+4)

Rozwigzanie. Twierdzenie o rozkladzie zespolonej funkeji wymiernej wlasciwej na utamki
proste orzeka, ze kazda taka funkcja jest suma zespolonych utamkéw prostych postaci
A

———, gdzie a, A € C oraz n € N.
(z+a)”

Nieznane wspdélezynniki okreslone sa jednoznacznie.
(a) Mianownik rozwazanej funkcji wymiernej ma nastepujacy rozklad na zespolone
czynniki nierozkladalne:
22 +9 = (2 — 3i)(z + 3i).

Szukany rozklad na zespolone ulamki proste ma zatem postad:

iz+9 A B

249 z-3i 2130
Po sprowadzeniu prawej strony réwnoéci do wspdlnego mianownika otrzymamy

iz+9 = A(z + 3i) + B(z — 3i),

gdzie A, B € C.

stad
iz+9=(A+ B)z+3(A— B).
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ewaz ostatnia réownosé jest prawdziwa dla kazdego z € C, wiec nieznane wspol-
miki A, B spelniaja uklad réwnan
{ A+ B =i,
3i(A-B) = 9.
vigzaniem tego uktadu jest para A = —i, B = 2i. Szukany rozklad na zespolone
ki proste ma zatem postaé
iz+9  —i 24
219 z—3 Tz
'5) Mianownik rozwazanej funkeji wymiernej ma nastepujacy rozklad za zespolone
rniki nierozkladalne:
(z—1) (22 +1) = (2 — 1)(z — i) (z +9).
Szukany rozklad na zespolone ulamki proste ma zatem postac:
z+3 A B C
= + e 2
(z—1)(22+1) 2z—1 =z-—i =z+4i
wdzie A, B,C € C. Po sprowadzeniu prawej strony réwnoéci do wspélnego mianownika
mamy

2+3=A(z—1i)(z+i)+B(z—1)(z+1) + C(z — 1)(z — 9).
Fodstawiajac w otrzymanej réwnosci kolejne pierwiastki mianownika funkcji wymier-
nej, tj. liczby 1,7 oraz —i, otrzymamy uktad réwnan
Al —-)(1+419) = 4,
B(i —1)2i = 3 +1,
C(—i—1)(—2i) = 3 —1.
Rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest trojka liczb

i %
A=2 B - O=—=1—=
, 1+2,C 1 5

Szukany rozklad na zespolone ulamki proste ma zatem postaé
) i
43 o 8 +*1+§ -1-3
(z—1)(224+1) z-1 z—i z4+i
{¢) Mianownik rozwazanej funkcji wymiernej ma nastepujacy rozklad na zespolone
czynniki nierozkladalne:

z(2+ 4)2 =z(z — 2)% (z + 20)2.
Szukany rozklad na zespolone utamki proste ma zatem postac:
2:1+8224+32 A B C D E
S el =t == =l T
z (22 +4) 2 z—=2 (z2—2) z+2i (24 2)
gdzie A, B,C, D, E € C. Po sprowadzeniu prawej strony ostatniej réwnosci do wspél-
nego mianownika otrzymamy

22% + 822 + 32 = A(z — 2i)%(z + 2i)% + Bz(z — 26)(z + 2)% + Cz(z + 2i)?
+D2z(z — 2i)*(z + 2i) + Ez(z — 2i)2.
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Stad
2244822432 = (A+ B+ D)z* 4+ (2Bi + C — 2Di + E)2®
+(8A+ 4B +4Ci+ 4D — 4Ei)z% + (8Bi — 4C — 8Di — 4E)z + 16A
dla kazdego z € C. Korzystajac teraz z faktu, Ze dwa wielomiany sa réwne, gdy ich
stopnie sa jednakowe i wspélezynniki stojace przy jednakowych potegach zmiennej z
s3 sobie réwne, otrzymamy uklad réwnan
A+B+D =
2iB+C —-2iD+FE =
8A+ 4B + 4iC +4D — 4iE =
8tB —4C — 8iD — 4F =
164 = 32.
Jedynym rozwigzaniem tego ukladu jest piatka liczb
A=2,B=0,C=4,D=0,E=—i.
Szukany rozklad na zespolone ulamki proste ma zatem postac:
221 +822+32 2 i —i
2(22+4)?2 2 * (z — 24)2 % (z+ 25)%°

S 0O N

[J Zadanie* 2.11. Zespolone funkcje wymierne wlasciwe roztozy¢ na zespolone
ulamki proste:

22 ) z . 160 22+ 22
(a) (z=1)(z+2)(z+3)’ () (22 -1)% (c) 24+ 4 () (22 + 224 2)*
o 1/12 —4/3 . 9/4 1/4 ~1/4
Odpo\\nedz-l. (a) . i —|— =D + z.+3’ (b) 7 = 12 -+ EESVE
© 1—4 " —-1—3 " 141 —1+i : (d) 1/2 1/2

z2—=1—-i z—14% 2z4+1-i z+1+474’ (z+1+4)2  (24+1-14)2"

B Przykfad 2.12. Rzeczywiste funkcje wymierne wlaéciwe rozlozyé na rzeczy-
wiste utamki proste:

2 4 323+ 6
; b) 5—; ;
(a) (x—1)(z —2)(z —3)’ (b) 23— gb (©) (z24+1) (22 +4)
2z + 1 z% 43 z?
d) ——; e) ————— f) —.
(d) 2 (22 + 1) (e) (z + 3)100 (F) (22 +1)?
Rozwigzanie. Rzeczywiste ulamki proste pierwszego rodzaju maja postad
A ’
m, gdzie a, A € R oraz n € N,
a drugiego rodzaju — postaé
Az + B )
m, gdzie p,q, A, B € R oraz n € N,
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czym spelniony jest warunek A = p? — 4¢q < 0. Twierdzenie o rozktadzie rze-
istej funkeji wymiernej wlasciwej na rzeczywiste ulamki proste orzeka, ze kazda
funkcja jest sumg rzeczywistych ulamkéw prostych pierwszego i drugiego ro-
ju. Nieznane wspoétezynniki okreslone sg jednoznacznie.
) Poniewaz mianownik rozwazanej funkcji wymiernej jest juz roztozony na iloczyn
ktadalnych czynnikéw rzeczywistych, wiec rozktad tej funkcji na rzeczywiste
i proste ma postaé
2 A B C
= , gdzie A, B,C c R.
(z—1)(z—2)(z—3) el %3 w3
pomnozeniu obu stron powyzszej réwnosci przez mianownik funkcji wymiernej
amy tozsamo$é
2=Az-2)(z—-3)+ Bz —-1)(z—-3)+C(z —1)(z - 2)
kazdego = € R. Wstawiajac do tej tozsamodci kolejno pierwiastki mianownika, tj.
by x =1, x = 2, x = 3 otrzymamy uklad réwnan

24 = 2,
{_Bzg,

2C = 2.
Rozwigzaniem tego ukladu jest tréjka liczb A =1, B = —2, C = 1. Szukany rozklad
na utamki proste ma zatem postaé
2 e -2 1
(z-1)(z—-2)(z—-3) z-1 g
{b) Mianownik rozwazanej funkcji wymiernej ma nastepujacy rozklad na rzeczywiste
czynniki nierozktadalne

2} —1° =21 — z)(1 + =)
Rozktad tej funkcji na rzeczywiste utamki proste ma zatem postaé
—4 A B (C D

= +,—,
-3 r 2 2 -1 z41’

Po pomnozeniu obu stron tej réwnosei przez mianownik funkeji wymiernej otrzymamy
tozsamosc
—4=Az* (2 —1) + Bz (22 - 1) + C (22 — 1) + Dz®* (2 + 1) + Ez’*(z — 1)
dla kazdego r € R. Stad
~4=(A+D+E)z* + (B+D—-E)2®+(-A+C)z*> - Bz - C.
Korzystajac teraz z faktu, ze dwa wielomiany sa réwne, gdy ich stopnie sa jednakowe

i wspélezynniki stojgce przy jednakowych potegach zmiennej x sa sobie réwne, otrzy-
mamy uklad réwnan

gdzie A,B,C,D,E € R.

A+B+D= 2,

%B+C —2iD+E= 0,
8A+4B + 4iC + 4D — 4iE = 8,
8iB — AC — 8D —4E = 0,
16A = 32.



52 Rozdziat 2. Wielomiany

Rozwigzaniem tego ukladu réwnan jest piatka licgkb A = 4, B =0,C = 4, D =
—2, E = —2. Szukany rozklad na utamki proste ma zatem postaé
—4 4 4 =2 —2
PP z B z-1 s+l
(¢) Poniewaz mianownik rozwazanej funkcji wymiernej jest juz rozlozony na iloczyn
nierozkladalnych czynnikéw rzeczywistych, wiec rozklad tej funkcji na rzeczywiste
ulamki proste ma postaé
323 46 _Az+B  Cz+D
(#2+1)(z2+4) =22+1 s z2+4’
Po pomnozeniu obu stron tej réwnoéci przez (z? + 1) (2% + 4) otrzymamy réwnosé
3¢° + 6 = (Az + B) (2* +4) + (Cz + D) (2® + 1)
prawdziwa dla kazdego z € C. Podstawiajac w tej réwnosci po jednym pierwiastku
zespolonym kazdego z wielomianéw z2 + 1 oraz z2 4 4, tj. liczby i oraz 2i, otrzymamy
uklad réwnan ze wspétezynnikami zespolonymi i rzeczywistymi niewiadomymi
6 —3i = (Ai+ B) -3,
{ 6 —24i = (2Ci + D) - (—3).
Uklad ten jest réwnowazny ukladowi o wspélczynnikach rzeczywistych

gdzie A,B,C,D € R.

3B= &,

A= -3,
-3D= 6,
—6C =—24.

Rozwigzaniem tego uktadu jest czwoérky liczb A = —1, B =2, C = 4, D = —2. Szu-
kany rozklad na utamki proste ma zatem postaé
33+ 6 _—x+2 4zx-2
(2 +1)(z2 +4) 22+1 e
(d) Rozklad na ulamki proste rozwazanej funkeji wymiernej ma postaé
ekl 2, B, CetD, Bril e ABODEFER
z2 (22 +1) T z¢+1  (2241)
W tym przykladzie nieznane wspoélezynniki A, B, ..., F znajdziemy dokonujac kilku
przeksztalcen algebraicznych. Mamy
2 2
%_(gmjal).ﬁm)—:‘:—(thl)(Q ; - 2 2)
z2 (z2 + 1) x? (22 + 1) ? (22 +1) (22+1)

_(2$+1)((1+$2)$2 1 )

22 (22 +1) (22 +1)°

1 1 1 2 1 2r+1 2r+1
= (2 1 — = fr——sia = .
(2z+ )( ) - @117

22 z2+1 (;524_1)2
(e) W tym przykladzie obliczenia nieznanych wspétezynnikéw rozkladu mozna znacz-
nie uprosci¢ dokonujac podstawienia y = x + 3. Wtedy mamy
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2+3 (y—3%+3 P-%P+2y-24 1 -9 21 -
T30 — 400 5100 :W‘*‘W"‘yﬁ‘*m
I -9 927 24
~ (z+3)7 ¥ (z+3)% * (z +3)% tTarao
ad na ulamki proste uzyskamy wykonujac kilka przeksztalcen algebraicznych
P  (P+r)-z z(@+1l)-zr = T

(z2+1)2 (22 +1)2 (2 +1)7°  #2+1 (32 +1)%

nie 2.12. Rzeczywiste funkcje wymierne wlasciwe roztozy¢ na rzeczy-
utamki proste:
12 z? 4z
E — ; (B ——L (c) T
(z—1)(z—2)(z —3)(z —4) zt—1 (x+1)(z2+1)

z2 4 2z 1 41
e @ s B
=% + 2z + 2) z°+z z3 (z+1)
—2 6 —6 2 1/4 —1/4 1/2
. (8) :cl—l+2a:;2+:c—3 m—4’(b)$—1 z+1 :r21+1’
T — T T
s (d L. . R o CRPY
m2+1+(m2+1)23()$2+2$+2 (I2+21'+2)2’(e)$ 241’
1 4 2

B z+1 (z+1)2




Macierze i wyznaczniki

3.1. Dziatania na macierzach

B Przykfad 3.1. Obliczyé:
T 13 217 1017 31 0
(@) | _p 1]+2[04]’ (b)3[021]*[11—~1]=
. 0
3 4 57 [3 20
@ l2-3 1].]2 18]; (d)[} B _H ol
3 5 1] {0 -3 .
01172 1217 1 0 —27\"
@ f{o01] ; @] 30| | 1 4
(000 —12] |3 1

Rozwigzanie. Niech A = [a;;] 1 B = [by;] beda macierzami wymiaru m x n. Suma ma-
cierzy A1 B jest macierz A+ B = [ai; + by, a ich réznica macierz A~ B = [a;; — by]. .
Hoczynem macietzy A przez liczbe o jest macierz ad = [ovay;). :
7 kolei transpozycja macierzy A jest macierz wymiaru n x m okredlona wzorem
AT = |a;:] . Inaczej méwiac kolumny (wiersze) macierzy A sa wierszami (kolumnami)
macierzy AT,
ltoczynem AB macierzy A i B odpowiednio wymiaréw m x n i n x k jest macierz -
C = [ey;] wymiaru m X k, ktérej elementy okreslone sa wzorem:

Cij = aﬂblj + aigbgj + ...+ ambnj dla 1 <1< moraz 1l < _j' = k.

(a) Mamy

13]  of21) 7 18] T2.22.0] [ 144 3427 _[ 55
—21 04| |-21 2-02-4| 7| =240 148 | |29

(b) Mamy
Jfto1] (81 07 _[3-13.08.1]_[31 0] _[3-3 0-1 3-0
021 11 -1 13-03-23-1 11—t ] 0—-16-1 3+1
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-_:(c)Mamy '

r3-4 5 3 29

{2 -3 11-[2 18}— 2.3+ (-3)-2+1-0 2294 (—3)- 184+ 1 (—3)
3 -5 —1 0 -3 3.-34(=5)-2+(—1)-0 3-294(—5)- 18+ (~1)- (-3

10
_[01].
—-10

[ 1 -1 1—1}, J1) :[1-0+(—1)-( +1-2+

3.34+(—4)-2+5-0  3-294 (~4)-184+5-(—3) }
)

(d) Mamy

(— 1)-(3)]_[ 6]
1 11 1 2 (1) -0+ 1-(=1)+(=1)-2+1-(=3) 6|

{e) Ma.my

Cro111® o011l
001] —loo1
D00 000

0-041-041-0 0-141-041-0 0-141-1+1-0 001 |
0-010-0+1-0 0-140-04+1-0 0-140-1+1-0 :{000] |
0-040.040:0 0-140-0+0-0 0-140:1+0:0 000
(f) Korzystajac z réwnosci (AB) =RBTAT (AT) = A, otrzymamy
T
1277 1 02 F 0 -2 12 0-21" 1 12
301.[14} i [301 _{141.[301
—12 -3 1 -3 1 -12 -3 1 —12
[ 0173 12
= -24 1 30
L —-12
) (

[(0-14+1-3+(-3)-(~1) 0-2+1-0+4(~3)-2
| (—2)-1+4-3+1-(- 1) (-2)-244.0+1-2

_[6 -6
= o2
[0 Zadanie 3.1. Obliczy¢:
i 03 00
0 4 1-17
(a)2[5__1 m{g 2}, (b)[ 14 02}
I 11
10 5
01 4
135
© |10 ]; @[12345] |3];
1| L2460 2
10 1
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R S I i e R i

6 14—2]_

03
Odpowiedzi. (a) {M; g] ; {b) [é 21 ; {c) ; (d) [35]; (e) [10 19 17

| 3]

B Przyktad 3.2. Obliczyé kilka poczatkowych poteg macierzy - A, nastepuie
wysunaé hipotezg o postaci macierzy A" (n € N) i uzasadnié ja za pomocy
indukejl matematycznej, jezeli:

—bD = BY
oo o W
T GOt

‘ i1 101
@A=|y 5|5 (Aa=|010
101

Rozwiazanie.
(a) Mamy

emne i) a2 ][5
el Y

pm s[5 0] [0 0]

HO

0 -1

10
01
B A2 3 —1 O.*Z““1
S IR K (e

Na podstawie zauwazonych prawidtowoéci w maciersy A™ dla n = 1,2, 3,4,5 wysu-
wainy hipoteze o postaci te] macierzy

[ i 1
[0 J dla n =4k + 1,

[4[1) (1}} dla n = 4k + 2,
A" = L, gdzie k=0,1,2,3,... .
[“é‘i} dla n = 4k + 3,

\ “}?] dla n — 4k -+ 4,

Przeprowadzimy teraz dowdd tej hipotezy dla n = 4k + 1 za pomoca indukcji mate-
matycznej. Udowodnimy wiec wzdr
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apy1 _ | P01
i)

dla k=0,1,2,....Dlak = 01k = 1 wzoér jest prawdziwy. Niech k bedzie dowolng
liczba, naturalng. Zalézmy, ze wzdr jest prawdziwy dla k. Pokazemy, ze jest on praw-
dziwy takze dla k + 1. Mamy

ME1)+1 g4kl g4 f sadosemie Y _ (¢ 1[]104 2 1

A = A A (indukcyjne) |:0 —’.i:| [0 1] 7|0 -

Zatem z prawdziwoéci hipotezy dla k& wynika jego prawdziwoéé dla k + 1. Ponadto
wzor jest prawdziwy dla & = 1, wigc z zasady indukeji matematycznej wynika, ze jest
on prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej oraz dla k& = 0. Analogicznie przebiegaja
- dowody indukeyjne wzoréw na A" w pozostatych przypadkach.

Uwaga*. Wzér na n-ta potege macierzy A mozna zapisaé krétko w postaci

i*  sin nr
A" = 2
0 (="
{b)_, Mamy
101 101 101 202
Al=A=|010i, A2=A. A= 010]{010}—{01%,
101 101 101 202
101 202 [404
AB=A4.A2=1010 -L}lﬂ}- 0 10],
101 202 404
202 202 808
A = A% A% = (110] .lo 10] = [0]_0}.
202 202 808

Na podstawie obserwacji macierzy A™ dla n = 1,2,3, 4 wysuwamy hipoteze, ze

2%*1 0 27171
A" = 0 1 0
Qn—l 0 Qn.fl

Przeprowadzimy dowdd tej hipotezy za pomocg indukeji matematycznej. Dla n =1
hipoteza. ta jest prawdziwa. Niech teraz n bedzie dowolna liczba naturalna. Zalézmy,
7e hipoteza jest prawdziwa dla liczby n. Pokazemy, Ze jest ona prawdziwa dla Hezby
n+ 1. Mamy

o 271,—1 0 2'n,~1 101 an (3 N
AP = Am A (;ﬁifg;)__ 0 1 0 -[010}._[()1 01.
i on—lgon-1| {101 an () on

Zatem 7 prawdziwogci hipotezy dla liczby naturainej n wynika, jej prawdziwosé dla
* liczby n + 1. Poniewaz hipoteza jest prawdziwa dla n = 1, wige z zasady indukeji
| atematyczne] wynika, ze jest ona prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej.

- [ Zadanie 3.2. Obliczy¢ kilka poczatkowych poteg macierzy A, nastgpnie wy-
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sunaé hipotezg o postaci macierzy A" (n € N} i uzasadnié ja za pomoca -
dukcji matematyczne]:

(a)Aﬁ[é H (b)A:L%} :H;
(C)A:\i cosa sina} (o € R); (d)A:[C(,)Shm sinh:):] (z € B);

—sina cosw sinhx coshz

001 "fae 10
(e)A:{O 1 0}; (f*)Az{O a 1:\(0,61[%);
1 00 0 0 a
k

(g%) A = lai], gdzie 0ij = O0dlai=j,i=12...,
_ n_ 1 nl, o A dla n nieparzystych,

Odpowiedzi. (a) A" = [ 0 1 } (b) A { 7 dla n parsystych;
- cosma  sinna n coshnz sinhne |

(C) A" = [ —sginna  COSNA ] (d) 4 [ ginhnxz coshnz ]’

14 (=1)" 0 1= ( 1y A dla n nieparzystych, .
() A% = 3 0 I dla n parzystych gdzie I -
(1) - +( 1) :
a”' na®! n(n - 1)a" /2 :
macierz jednostkowa); (f¥) A" = a® nat ! dla n > 2; (g*) Dia
0 0 a®

n > k macierz A" jest zerowa.

B Przyktad 3.3. Rozwigzaé réwnania maclerzowe:

on([43] )= [ 3] el

-1 3 1-2 01 [-102}"
(c) (QXJF[ 01D ‘[3 5 4] { 410]
Rozwigzanie.
(a) Przyjmujemy oznaczenia

10 1 4
A—[—3 3} oraz B = [—1 5}
2 5 23

Wiedy podane réwnanie macierzowe mozna przepisat w postaci
3(A-X) =X+ B.

Zatem mamy kolejno
3(A-X)=X+DB = 3A-3X=X+B &> ,3X X=B-34

e 4X=B-3A=X=7 (3A B).

Stad szukane rozwigzanie ma postad
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-

1
LT 24 s -1
=418 =15
4 12 T

(b) Poniewaz macierze
112 112
011 (358

gy wymiaru 2 x 3, wigc szukana macierz X musi by¢ macierzg kwadratows stopnia 2.

Niech zatem X = {ig] , gdzie a,b, ¢, d € R, bedzie szukang macierza. Wtedy dane

" réwhnanie macierzowe przyjmie postad

aort]-las e

aat+b2at+b| 112
ce+d2et+d| [358(°

- ktora jest réwnowazna ukladowi réwnan

. Stgd mamy réwnosé

( a = 1,
a+b=1,
2a+b = 2,
c =3,
e+d =25,

L 2c+d = 8.

- Jedynym rozwigzaniem tego uktadu jest czworka liccb a = 1,6 =0, ¢ = 3,d = 2.
Rozwigzaniem rozwazanego réwnania jest zatem macierz

10
x=|; 2] |
¢) Przyjmujemy oznaczenia

—13 1 -2 0 -1 0 2
A:[ 01], B—{S 5_4] oraz C:[ 410}.

“:Wtedy dane réwnanie macierzowe mozna przepisad w postaci
(2x + A7 =BT,
Korzystajac, z réwnosct (AT)T = A oraz (AB)T = BT AT kolejno otrzymamy

oy T
(X +4)7) = (B <= 2X + 4= (C7)" BT = 2X + A= CBT

@2){:055"*444:»)(:%(03?‘—14).

Zatem szukanym rozwigzaniem jest macierz X postaci




69 Rozdziat 3. Macierze i wyznaczniki
w_Lf7-ro2}in 2 01" [-13
2\ 410]|3 5 4 01
_1('102”_% g][—l 5])
2{| 410 0 4 01
A K I I U B O R E U B
g\l 2 7 01|)Taol2 16" |1 8"

3 Zadanie 3.3. Rozwi@zaé rownania raclerzowe:

11

(a)[ 1]X 1=2%; (b) [31

x|

3
5

3.2. Wyznaczniki

B Przyktad 3.4. Obliczyé wyznaczniki:

() 1-v2 V62| (b) cos
Va+2 1+v2 ]
—1 5 4 1
) 3 -2 04 (d) | 22
-1 3 6 z
Rozwigzanie. Do obliczania wyznacznikéw
a b
c d

-1
11X = 01;
1
Dxea
11
-30]"

B

o+ isin o 1 )
1 cosq —isiner |’
2
S . 1 V3
1 =z ,gd21ez:—§+a?.
22 1

stopnia drugiego zastosujemy wzor:

= ad — be,

a do obliczania wyznacznikéw stopnia trzeciego wykorzystamy regule Sarrusa

i/
'“/ “

s

—ceg —afh —bdi

?,erfg—l—cdh—ceg—ajhfbdz

+aez erfq 4cdh
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() Mamy
1—v2 /52
= (1-v2) (1+v2) - (V5-2) (VB+2) =2
: VBE+2 1442 ( )( ) )( )
'.:{b)Mamy
: cosa-{izsma cosa—}z'sina = (cosa+isina) (cosa —isina) — 1
= cosfa+tsinfao—1=1-1=0.
2 (c) Mamy
-1 54]-1 5
Hd 3 =20 3 -2 =
~1 36|—-1 3

—(—1)(—2) - 6+5-0-(—1)+4-3-3-4-(-2) - (~1)—(~1)-0-3-5-3-6 = —50.

1 z  z°
22 1 oz z(1—3—z3+z6)ﬁ(z3+23+z3):z6—223+1.
2 221

orzystajac ze wzoru (a + b)* = a® + 3"%‘*‘ 3ab® + b° otrzymamy

3
. (%H?) = % (—1+i\/§)

= é ((1)3 + 3 (-1)2-iv34+3-(-1)- (e\/ﬁ)z + (@\/5)3>

é(—1+3\/§i+9—3\/§i) ~1

ik wiee 2% = (z3)2 =12 = 1. Zatem wyznacznik jest réwny 0.

1 Zadanie 3.4. Obliczyé wyznaczniki:

5) 3 2.()sinacosa_()1§é_(d) _1;13“2
- 8 =51’ Sil’lﬁCOSﬁ’C 136, 1_7’i0 1

:dpnwiedzi. {(a) —1; (b) sin{a — 8); (¢) 1; (d) —2.

W Przyktad 3.5. Stosujac rozwinigcie Laplace’a obliczy¢é wyznaczniki:
' ' 1 4 3 2 0

5 3 4 é“ig_g 9 -3 5 0 —1
1 -2 0/; () () -1 1 20 3

5 & 3 2 -2 4
5 2 1 1 0 3 40 1

- -5 0 -1 0 2

ozwigzanie. Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika macierzy kwadratowej A stopnia n 2
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2 wrgledem i-tego wiersza ma postaé
det A = an Dy +apDia + ...+ ¢inDin,

gdzie D;; oznacza dopelnienie algebraiczne elementu a;; macierzy A, tj. wyznacznik
macierzy powstatej przez skredlenie i-tego wiersza i j-te] kolumny tej macierzy, po-
mnozony przez { —1)*H4. Podobnie wyglada wzér na rozwiniecie Laplace’a wyznacznika
wzgledem j-tej kolumny :

det A = lelej +ag; Doy +...+ i Drj.
Do rozwiniecia wybieramy zwykle wiersz lub kolumne 2 najwicksza liczbg zer.

(a) Pierwszy wyznacznik obliczymy stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem trzeciej
kolumny. Mamy

5 3
1 —

4. (=113

ER N
= 4.0+ (—1)-(—13) = 13,

{b) Wyznaczuik z tego punktu obliczymy stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem
drugiego wiersza. Mamy

1 20 1. -1 2
S (-1)F2(3 -2 4|4 (-8) (-1 3 2 2
2 11 3 1

Do obliczania wyznacznikéw trzeciego stopnia zastosujemy regule Sarrusa. Mamy

1 2 0 1 -1 2
3 -2 4 =4 oraz 3 2 —2 | =25.
2 11 2 3 1

Poszukiwany wyznacznik jest zatem réwny 1.4+ (—3) 25 =—TL
(¢) Trzeci wyznacznik obliczymy stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem czwarte]
kolurnny. Mamy |

2 -3 5 -1
-1 1 2 3
a3 4 1
-5 0 -1 2

Otrzymany wyznacznik czwartego stopnia obliczymy stosujac rozwiniecie Laplace’a
wzgledem trzeciego wiersza. Mamy

2 -3 5 —1
-1 1 2 3

=3. (f1)3+2

2
—1
5

2
+1-{=1)*] 1
5
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Otrzymanc ilfvyznaczm'kj trzeciego stopnia obliczymy za pomoca reguly Sarrusa. Mamy

2 5 -1 2 -3 —1 2 -3 3
-1 2 3 | =—62, -1 1 3 | = 38, -1 i 2 | =56.
-5 -1 2 -5 0 2 —b 0 -1

Poszukiwany wyznacznik jest zatem réwny
(—2)[{(—3) - (—62) + 4384 {~1) - 56] = —564.

[] Zadanie 3.5. Stosujac rozwiniecie Laplace’a obliczy¢ wyznaczniki:

32000 2 7 -1 3 2

_g_fmgg 103200 0 0 101

| o o 5 ®[003 2052 0 702
= 0 3 4 0003 2 -3 -2 45 3

2000 3 1 0 001

(a)

(%1 -
!
e N B
\
o
—
o
S
=
<
it
I
—
—
e}
pa—
B DD b=t O e
e — OB
Lo ke e BN
\
00 b =t DD LY
Sy (O b et

31 4 0 1

Rozwigzanie. Do oznaczania operacji na macierzach bedziemy stosowali symbole:

(1) w; <> w; — zamiana i-tego oraz j—tego wiersza;

© (2) cw; ~ pomnozenie j—tego wiersza przez liczbe ¢ (¢ # 0);

(3) wi + cw; — dodanie do elementéw i-tego wiersza odpowiadajacych im elementow
¢ j—tego wiersza pomnozonych przez liczbe c.

“ Analogiczne operacje na kolumnach bedziemy oznaczali odpowiednio: k; <+ kj; cky;
ki + ck;. Podane wyizej dziatania na wierszach i kolumnach macierzy nazywarmy ope-
racjami elementarnymi. Przy czym operacje typu (1) powoduja zmiang znaku wy-
znacznika, typu (2) pomnozenie wyznacznika przez liczbe ¢, operacje typu (3) nie
rmieniaja wartoéci wyznacznika. Celem tych operacji bedzie uzyskanie w wybranym
wierszu lub kolummuie wyznacznika. tylko jednego elementu niezerowego (najlepiej je-
dynki). Wtedy zastosowanie rozwinigeia Laplace’a (L) wzgledem tego wiersza lub tej
kolumny spowoduje obnizenie o 1 stopnia wyznacznika. Do przeksztatcen bedziemy
wybieraé wiersze lub kolumny zawierajace ,wiele” zer 1 ,malych” liczb calkowitych,
co znacznie uprosci obliczenia.

{(a) Wykonujac podane operacje elementarne 1 korzystajac z rogwinigcia Laplace’a
otrzymainy
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3 3-1

ka-2ky = |0 0 1| Z1.(-1)3 g 42 ‘—63.
b—-4 6 5—-16 6
(b) Wykonujac podane operacje elementarne i korzystajac z rozwiniecia Laplace’a
otrzymanty
-1 2 2
1 _ -
1 méi = ? wa o+ ez
4 0 5

(c) Wykonujac podane operacje elementarne i korzystajac z rozwinigcia Laplace’a

otrzymamy
12 2 31 12
00 ko —9ky
=|11 fea+ha
21 ka ey
12 4
R 121
= — = -1-{(=D"| -3 5 3|ka-(-1)
2 -3 5 3 90 14 15
12 —20 14 15
-1 0 0
= =| —3 —11 0|=-55.
—920 —54 —5

('] Zadanie 3.6. Stosujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach
obliczy¢ wyznaczniki:

110 14 0 A

@] 2 35 ) 25-2f © ;
1 06 30 3 3 013
2 203

1 2-1 0 3 9 7 1302

s 11 2 4 5 1-6 0 2 131

@[ 2 371 2 @ —1-2 3 025 (-2 4 T22

Sl 92 1-1 1 32 453

2 42 0 3 1 2 011

Odpowiedzi. (a) 50; (b) —15; (¢) —13; (d) 44; {e) 12; (f) —178.

3.3. Macierz odwrotna

B Przyktad 3.7. Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotne) zna-
le#¢ macierze odwrotne do macierzy:
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2 5 7
6 3 4.

D —2 -3

(a)A=[i‘i’]; (b) 4=

Rozwiazanie. Wz6r okredlajacy macierz odwrotng do nieosobliwej macierzy kwadrato-
wej A stopnia n ma postac

T
Dyy Dig ... Din

_ 1 Day Doo ... Doy
CdetA | 11 ’
Dnl Dn,2 D’n.’n

| gdzie D;; jest dopelnieniem algebraicznym elementu a; macierzy A (Przyktad 3.5}.
- (a) Mamy det A = 10 oraz

Dyp = (—1)*det [-1] = —1, Dis = (—1)"*2 det 4] = —4,

. Dy = (1)1 det [-1] =3,  Dap = (—1)*"det [2] = 2.

. Zatem

T T ,n]'_ __3_)_

—17# D1 Do —._1,, -1 -4 B 10 10
_detA[Dm Dﬁ] _10[3 2] 2 1
5 5

:: Do sprawdzenia poprawnosci obliczefi mozna wykorzystaé réwnosé AAL =, gdzie
. T oznacza macierz jednostkows.
(b) Mamy det A = —1 oraz

3 4 6 4 6 3
Du={(-)"| 5 5 ‘ =-1,Dp=(-1)*, _3} =38, Du=(-1)", 5 =-2,
57 2 7 2 5
Dy =(-1"]_, 4 ‘ =L D =(-1)% g )= —ALDs =15y =2,
D = (f1)3+1 g 1‘ = -1, Dgp= (_1)34-2 2 171‘ =34, Dx-= (_1)3+3 2 g ’ — .94
Zatem
L [Du D Dis]" -1 38 —277" 1 -1 1
A7l = Doy Dag Do | =—| 1 —41 29% =|-38 41 —34|.
det A | Dy Day Daa 1 34 24 27 -29 24

. [ Zadanie 3.7. Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej zna-
~ lezé macierze odwrotne do macierzy:

@ [g _g}; (b) {COSO‘ “Sina}gdzieaéﬂa; (©) [

sin e COS

[l ]

7 3
9 4.
53
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1 A
.y 18 36 1. cosa  sina ||
Odpowiedzi. (a) R E (b} [ ding cosa ] ; (@) ] 1 1
—= 3 3
6 12 -2 1 1

B Przykfad 3.8. Korzystajac z metody bezwyznacznikowe] obliczy¢ macierze
odwrotne do macierzy:

2004
1 20
53 0001
@[ 13 ez 30l @] gap0
' -1010

Rozwigzanie. Bezwyznacznikowa metoda znajdowania macierzy odwrotnej polega na
wykonywaniu operacji elementarnych (zobacz Przyktad 3.6) na wierszach macierzy
postaci [A]Z]. Celem tych operacji jest sprowadzenie macierzy wyjéciowej do macierzy
jednostkowej, co dla macierzy nieosobliwych jest zawsze mozliwe. Dolaczona macierz
~ jednostkowa przechodzi wtedy na macierz odwrotng do wyjsciowej, co ilustruje dia-

T — [11471]

Praktycznym sposobem przeksztatcenia macierzy do macierzy jednostkowe] jest algo-
rytm Gaussa-Jordana opisany ponizej.

Na wstepie przestawiamy wiersze macierzy [All] tak, aby w jej lewym gdrnym rogu
pojawil sie ,maly” element rézny od 0 (najlepiej jedynka). W przypadku macierzy
nieosobliwych, zawsze jest to mozliwe (dlaczego?). Nastepnie, poczynajac od pierw-
szej kolumny, a koficzac na ostatniej kolumnie macierzy A przeksztalcamy je kolejno
wedtug schematu:

operacje elementarne
na wierszach

.00 @15 - - ... a1y .- -‘ a1y
© Oy—1j .-t N/ P TR Wit — Gk 1jWi AR
[0 Wit Gig — 1 . — 1
R VR R I B TRS TR W, — lo W 0
e L ey 0 |

co kohezy sie macierzg gorng tréjkatng w miejscu macierzy A, z jedynkami na gtownej
przekatne]. Kolejny krok rozpoczynamy od ostatniej kolumny macierzy A, a kofczymy
na jej pierwszej kolumnie przeksztalcajac je kolejno wedhig schematu:

3 15 7 r... 0 ... 1
B P RN w1 — a1 N U
1 — L1 ,
) . 0.
0 Wi—1 — Bi—1 FWs
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co daje poZadldanad macierz jednostkows w miejscu macierzy A i macierz A~ w miejscu
macierzy 1.
{a) Wykonujac kolejno wskazane operacje elementarne otrzymamy

Al — [ 53‘10]unﬁw%@[1ﬂ01}w2'5wFﬁ[1 —210—1]%13H

—12001] —w 15 3/1 0 0 13(1 5
1-2/0 1 19/ 2 3
- 15 | wtow— 818 a1,
13 13 01— —
13 13 13 13
2 3
3 7 _ |13 13
Zatem[ 12} 1 5
13 13

1 2

wa — U

00 1 20
10}W%1»0m10
01

1 00 10
-3 10} w1+2w2—+[01
531 00

1 207" -3 20
Zatem |2 30|, = [ 2-—10].

1-11 531
(¢) Wykonujac kolejno wskazane operacje elementarne otrzymamy

2004/1000 2004[1000
=1 0200[0010]| wserws | 1010[0001]| w2:2 |
~1010[0001 00010100 |
1 |
- 1 — = :
10025000 100220f0
1 . _
~| 0100[00 0| wyrw — 0100?020 s — s ‘
~1010/0001 00125001
0001/01 00, 000121 00 %
1000%A200
1
4}0100f 050 _ a1
00103 -201
0001/0 100
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. L 200
2004 2 1
Zetem 0001 _|o 050
0200 1
-1010 §f201
0 100

[] Zadanie 3.8. Korzystajac z metody bezwyznacznikowej obliczy¢ macierze
odwrotne do macierzy:

1 5 9 1 0 0 1 1 2 3 4
00 21 2 3 1 2
@){2 ! ﬁZ} ® i1 11| @it 14
2 -2 1 9 1 1 2 10 -2 —6
1 2 2 1 0 -1 1
9 9 9 P T 29 —6 —26 17
o 9 1 2 2 2 2 ~17 5 20 —13
- Odpowiedzi. (a) 5 9 9 ; (b) 5 111 ; () 1 0 2 -1
2 2 1 2 2 2 4-1 -5 3
3 9 § 2 0 1-1

B Przykiad 3.9. Wykorzystujac operacje odwracania macierzy rozwigzaé row-
nania macierzowe:

@J{_ii]dY=4-Xl+{*gﬁ2} @)Xﬂ[égg}::[éég};

003 003

1 0 2-17"

o 23] = [0 (d*)g.x—l[g i 6] ;
0-5 7
111770 [100 19 a1

@) x-1—|12a] joz20]; (f*)[ ]—(Xl) SLlox
139 003 41 2

Rozwiazanie.
(a) Zapiszemy podane réwnanie macierzowe w postaci

. 42 -2 0
AX =4X + B, gdzic A= [4 4}’3"[ 0—1]'

Zatem mamy kolejno
AX —4X + B <= AX ~4X =B += (A—-4)X = B.
Macierz

T2 1 0] To 2

A“”f[—l 4}*4[(1 1}‘{1 0]

jest nieosobliwa (det(A—4I) = —2 # 0), wige mnozac ostatnie réwnanie lewostronmnie
przez (A — 4I)71 otrzymamy




3.3. Macierz odwrotna 69

(A 4D (A AN X = (A—4D) "B e= X = (A-4D)7' B
Obliczajac maciers odwrotng macierzy A — 41 mamy

(A—a1y ' = [? 3]15 [ ! ;

Zatem szukane rozwiazanie ma postad

o) ][]

(b) Réwnanie przepiszemy w postaci
146
026].

003

Macierz A jest nieosobliwa {det A = 6 # (), wiec mnozac obie strony réwnania pra-
. wostronnie przez macierz A~! otrzymamy

' XAA'=BA ' <= X =BA™".

Ohliczajac macierz odwrotng macierzy A mamy

X=(A-4)"'B=

. 123
XA=08, gdzieA:[OZi% , B=
003

1-1 0
12371 11
Alwlom] =0 373
003 1
0 0 3
o Zatem _
' 1-1 0
146 1 1 110
X_BA_l_{DZE‘)] 0353 m{ou].
003 1 001
0 0 3
- {c) Zapiszemy podane réwnanie macierzowe w postaci

_~

13 54 T —4

. Zauwazmy, ze macierz B jest nieosobliwa (det B = 1 # 0), wigc mnozac obie strony
réwnania lewostronnie przez macierz A, a nastepnie prawostronnie przez B~ 1, mamy
 kolejno

AAT'XB = AC < XB = AC « XBB™'= ACB™! += X = ACB™".

Obliczajac macierz odwrotng macierzy B mamy

—1
L [43)7 ] a-3
B “[54] {u&s 1|

A"1XB =, gdzie A™! = [2 5}, B= [43], C = {2 1].

Zatern
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_ [214 -165
1131 —101 |
(d) Réwnanie mozemy przepisaé w postaci
0 2-1
3X 1=A"' gdzie A= |3 4 6.
0-5 7

Mnozac obie strony réwnania prawostronnie przez macierz X i nastgpnie przez macierz
A otrzymamy kolejno

X A e X X — A X e 3= A1 X =34 = A4 X <= X = 3A.

Stad .
0 2-1 0 6 —37
XWS[S 4 6| = 12 18] .
0-5 7 0 —15 21|
- (&) Podobnie jak w poprzednich przykladach réwnanie zapisujemy w postaci
111 (100
X 1'=A'B pgdzieA=|124|,B=[020].

139 L1003

Korzystajac ze wzorn

(V)™ =v~1U~! oraz (W*1)_1 =W
otrzymary
X '=A"Bes (X 1) '=(47'B) <= X =54

Obliczajac macierz odwrotna macierzy B mamy

. 1o
100 1
Bl=l020] =050
003 1
093]
Zatem
100 !
1 111 1
X=Bla=|03 90 l124}- 5 12
139
00 1 1o
3 L3

(f) Zakladamy, ze niewiadoma macierz jest nieosobliwa. Mnozgc obie strony réwnania
prawostronmie przez macierz X 2, otrzymarrny

3] oo gt

Poniewaz
(x ) x2=xt (Xt X) X=X X=X1X=]I

oraz

X XP=(X"X)-X=1X=X,
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wiec réwnanie przyjmie postaé

Zatem
32 6 4
X—Z'[u]:[s 2]'
[1 Zadanie 3.9. Wykorzystujac operacje odwracania macierzy rozwiaza¢ row-
nania macierzowe:

wx G- w30
:

(c)([g 3]+4-X>_1:[ i]; (d) 3

o[ 3] (3BT we ] [18E]

. Odpowiedzi. (a) X = [_é}i _g];(b)X: [“(1] g];(c)X—%[ﬁ ;l]; |
@x=g| 1 wl@x-112n0x-[§¢]@x- |5 8]
(h) X = [322 _§ —;){2].

B Przyktad 3.10. Macierze kwadratowe A, B maja stopien 3. Ponadto det A =
. =2, det B = 4. Obliczy¢:

 (a) det (4%B); (b) det (AB™); (o) det (AB24 1);
(@) det((A~1)2B3>; () det (3B);  (£) det (247).

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace wlasnodci wyznacznikéw:
(1) det{AB) = det A - det B (wzér ten jest prawdziwy dla dowolne] liczby czynnikéw) ;
(2) det (AT) = des A;  (3) det (A1) = (det A) ™" (4) det {A*) = (det A)* (k € N);
(5) det (cA) = ¢ det A, gdzie n oznacza stopien macierzy A.
(a) Korzystajac z wlasnodci (1) i (4) mamy

det (A%B) = det (A?) - det B = (det A)® - det B = (—2)* - 4 = 16.
(b) Korzystajac z wlasnoéei (1) 1 {3) mamy -

- _ 1
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{¢) Korzystajac z whasnoéci (1), (3) 1 (4) mamy

et (AB?AY) = det A - det (B?) -det (4™") = dot A- (des B)” - =
= (det B)® = 4* = 16.
(d) Korzystajac z wlasnoéci (1), (3) i (4) otrzymamy
) det B)® 43
det (A1) BY) — (det (A1) - (det B)® = - = 16.

(e) Korzystajac z wlasnosci (5) dla ¢ = 3 i n = 3 otrzymamy
det (3B) = 3*det B = 27 -4 = 108.

(f) Korzystajac z wlasnodei (5) dla ¢ = 2 i n = 3 otrzymamy

1) Z 9% det (A7) = 8- e o
det (2477) = 2°det (A7) =8 A= =

[} Zadanie 3.10. Macierze kwadratowe A, B maja stopie 2. Ponadto det A =
3, det B = 2. Obliczyé:

+ (a) det (ABZ); (b} det (B"lA); (¢) det (ABA);

—4.

(d) det ((A—l)2 33); (@) det (<24);  (F) det (3577

Odpowiedzi. (a) 12; (b) 3/2; (c) 18; (d) 8/9; (e) 12; (f) 9/2.




Ukfady rownan liniowych

- 4.1. Uktady Cramera

.. B Przyktad 4.1. Dla jakich wartoéci parametru p € R uklady réwnah sg ukla-
¢ damd Cramera:
. 3y + 32 = px
6 2. =3 z + Y ’
(a){pgi_sy_ f;f (b) 3z + y+ 3z = py,
b= 0 3+ 3y + z=npz?

Rozwiazanie. Liniowy uklad réwnan AX = B jest ukladem Cramera, jezeli macierz A
- jest kwadratowa i ma wyznacznik rézny od zera.
(a) W zapisie macierzowym rozwazany uklad ma postac
o] -]
2 -1 g 7|
. Wyznacznik macierzy tego ukladu jest réwny

2
det A = | P —3‘26(11)2).

2 -1
Dany uktad jest zatemn uktadem Cramera dla p # —1 oraz p # 1.

(b) Zapisujac rozwazany uktad macierzowo mamy

1-p 3 3 T 0
3 3 1—p z 0

Dalej
1-p 3 3 —2—p 0 24p
det A = 3 1—-p 3 :;21:‘:”33 = 0 —2-p2+p| kat(krth)
3 3 1-p 3 3 1—p

-2—p 0 0

0 —2—-p 0

3 3 T7-p
Ulktad ten jest wigc uktadem Cramera dla p # —2 oraz p # 7.

= (24 p)*(7-p).

Ll Zadanie 4.1. Dla jakich wartosci parametrn p € R uklady réwnan sa ukia-
dami Cramera;

73
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2pr + 4y — pz = 4,

Ng — -
(a){(er%z_i_(p_f;g::g;f (b 2%+ oy +opr =,
! (4+2p)x + 6y + pz = 3;

r—y—2z—t= p=x,
~x+y—z-1t= py,
- —y +z—1= pz
—r—y—z+t=upt?
Odpowiedzi. (2) dla p £ —1 — /2 oraz p % —1 ++/2; (b) nie istnieje takie p; (c) dla
kazdego p € R; (d) dlap# —2 oraz p # 2. :
B Przyktad 4.2. Korzystajac ze wzoru Cramera znalezé rozwigzania uktaddéw

réwnan lub obliczyé wskazana niewiadoma:
T2y~ z=1
Qr — By =4, !

(b) {

(a){ o 3z + y+ z=2

pr + 3y + pz = Q,
(¢)  —px + 2z = 3, (d)
T+ 2y +pz=p

(c)'712-|—m—}—y= W+y+z=84+z+u=06+u+v=10c+v=15, =z
Rozwigzanie. Jedyne rozwigzanie uktadu Cramera AX = B z niewladomymi 21, z, "
. v.y I WYraza sl wzorarmi:

oy — det A, oy — det Ay _ det A,

T et A’ P et A T det A

gdzie Ap oznacza macierz powstalg z A przez zastapienie w niej k-tej kolummy ko-
lumna wyrazdw wolnych B.
(a) Mamy
9 -8 4 -8
7T 2 3 2
zatem 2 = det A;/det A = 16/37, y = det Ay/ det A = —1/74,
(b) Korzystajac z reguly Sarrusa obliczania wyznacznikéw stopnia trzeciego otrzy-
mamy

detAu’ )_74, det Ay — 32, det Ay = | o

12 -1
detA=131 1|=28,
10 -5
12 -1 11 -1 121
detA; =21 1{=15 detAs={32 1|=8, detAs=|3 1 2|=3.
00 -5 10 -5 100
Stad wynika, ze x = 15/28, y =2/7, z = 3/28.
(¢} Uklad zapisujemy w postaci
r oy = 3, 110007 [= 3
1§+ z = 5, 01100 Y 5
Z4+u = 7, stad 00-110 z |l =17
u 4+ v = 9, 00011 U 9
10z + v = 15, 1000001 v 15
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‘Niewiadoma & wyznaczymy ze wzoru x = det A, / det A. Potrzebne wyznaczniki det A
i det A; obliczymy korzystajac z rozwinigcia Laplace’a, reguly Sarrusa | ze wzoru na
wyznacznik macierzy tréjkatnej. Mamy

det A —

oo @
oC o
[ R

det Al

Stad z = 11/11 = 1.

[ Zadanie 4.2. Korzystajac ze wzorn Cramera znalezé rozwiazania uktadéw
réwnan lub obliczy¢ wskazana niewiadoma:

By — Oy = 6 T+ 2y + 3z = 1, z + 2y + 3z = 14,
(a){39;+ y;4? (by{2z+3y+ 2=3, (c}J{ds+3y— z= T,
' Y ! x4+ y+ 22=12 - y+ == 2

3r 4+ Ty + 22 + 4t = 0, x+ 3y + 3z + 3 =1,

. 2 + =z =0, 3+ y+3z+3t=1
(@) r+4dy+ =z =1, # (o) 3z +3y+ z+3t=1, s

br + 3y + 2z =0, 3x + 3y + 32+ t=1,
() z42y—4 =3y+42—6 =Dz 165 =Ts+8 = x+yt+z+s+t—2=0, y.

© Odpowiedzi. {a) z = 14/11, y = 2/11; (b) x = 2/3,y = 2/3, z = ~1/3; {¢) & = 1,
cy=2,2=3{d) 2 =—-10/11; {(e) x = 1/10; (f) y = 2.

@ Przyktad 4.3. Rozwigzaé uklady réwnan metoda macierzy odwrotnej:

9% — 3y =2 2e+5y-+iz= 1, - +4§ifé’
{a) y==2 (b) 6z +3y+4z= 0, (¢} )
oz — y=19; 2y = 4,
Sx — 2y —3z=—1;
-~ tz =-1.

Rozwigzanie. Rozwigzanie X ukladu postaci AX = B, z nieosobliwg macierza A wy-
ZNnacZymy ze wzord bedziemy wyznaczaé ze wzoru

X=A1B.

(a) Zapisujac uklad rownan w postaci macierzowej ofrzymamy
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HE IR

Zatem
HEHEIRN
y !l 14 -1 9
Poniewaz
Lo [P 3
[2 w3} I BSTORTI
4 -1 4 2
10 10
(poréwnaj Przykiad 3.8 (a)), wige
| 3 5
HEESILEH
y _A 2L 1]
10 10

czyliz =5/2,y = L.

{b) Uktad réwnaf w formie macierzowe]j ma postac

(R

Zatem

Poniewaz

9 5 777" 1 -1 1
[6 3 4} :[—38 41 34}
5 -2 -3 97 —29 24

(poréwnaj Przyktad 3.8 (b)), wiec

€ 1 -1 1 1 0
z 27 —29 24 -1 3

czyliz =0,y =—-4,z=3.

(c) Jak w poprzednich przyktadach uklad réwnaf zapisujemy w postaci macierzowe]

2 0 0 4 T 1

000 1 y | | -2

0 2 0 0 z | 4

-1 0 1 0 t -1

Zatem

T 2 00 4777 1
y| 1 000 1, —2
z | 0 2 0 0 4
t 1 0 1 0 -1
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Poniewa? (poréwnaj Przyktad 3.8 (c})

M1
. S -2 00
2 0 0 4 2 1
6 001! _|o o0 = o0
020 0] T 2 ’
-1 0 1 0 5—201
0 1 00
':Wi@c
. - )
5 -2 00 9
T 1 1 2
y| | 0 0 - 0 21 | 2
z | 1 2 41171
t 3 2 01|l-1 5
: 0 1 0 0| 2
:-czy11£—9/2y—22#7/2t

- [1'Zadanie 4.3. Rozwiaza¢ uklady rownan metods macierzy odwrotne;j:

' 2 — y—3 t+ y+z=25
ORI (b) {2 + % + 2 =3,
3z +y=2 %+ %+ 2= 1

y+z+t= 4,

r+ y+ z= 4 : _

@ w3y t5:=-5 (@, TFTE=-L
—r+2y - 2= 2 » oy ti= 2

4 - T+y+z = -2.

—1; (b) .:c——2 y=0,z=7;(c)z=3,y=2,z=—1; (d)
3.

Hol

Odpowiedzi. (a) ¢ = 1,y
r=-3,y=2,z=—1,t

4.2. Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera—Capellego

B Przyktad 4.4. Znalezé rzedy macierzy wskazujac niezerowe minory maksy-
malnych stopni:

1010 3

5 1 23 0000 0
@){1 412]; by|2010 1
9 -2 54 0000 O
3010 -1

_ Rozwiazanie. Rzedem macierzy nazywamy najwickszy stopiefi niezerowego minora tej
macierzy, czyli wyznacznika utworzonego z elementéw polozonych w wybranych wier-
szach i1 kolumnach tej macierzy.
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(a) Dana maciers ma wymiar 3 x 4, a wigc jej rzad moze by¢ réwny 0,1, 2 lub 3. War-
togci 0 1 1 mozna od razu wykluczyé, gdyz latwo wskazaé niezerowy minor stopnta

2, up. minor \ ? }1 ‘ = 19 # 0 lezacy w lewym gérnym rogu maciefzy. Nalezy teraz

poszukad niezerowego minora stopnia 3. Obliczamy wszystkie mozliwe minoty stopnia

3. Mamy
5 1 2 5 13 5 23 1 23
1 4 —-1|=0,1 42|=0 {112 =0, 4 -1 2|=0.
9 -2 5 9 24 9 54 -2 54

Stad wynika, ze nie istnieje niezerowy minor stopnia 3, wige rzad danej macierzy jest
réwny 2.

(b) Wszystkie minory danej macierzy zawlierajgce parzyste wiersze lub parzyste ko-
lumny sg zerami. Minorem najwyzszego stopnia nie zawierajacym tych wierszy ani
kolumn jest minor

= (.

ek pd =t

1 3
2 1
31 -1

Stad wynika, e rzad danej macierzy jest mmiejszy od 3. Wirdd minordéw stopnia
2 istnieje minor niezerowy, np. é i = —1 # 0. Rzad danej macierzy jest wigc

rowny 2.

[1 Zadanie 4.4. Znalezé rzedy macierzy wskazujac niezerowe minory maksy-
malnych stopni:

1 -2 135 23 -1 1
(&)[_8 4]; by | 221, € |42 0 51;
~103 04 -2 -3
9 1 _9 1510161 21 -100
() |55 4|3 @[1017L011; (5|43 300
13 4 1810191 00 075
1010101 00 016

Odpowiedzi. (a) 1; (b) 3; (c} 2; (d) 3; (e) & (f) 4

B Przyktad 4.5. Wykonujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach
macierzy obliczy¢ ich rzedy:

1 30 2 3 4 5 6 T
4 57 8 7 6 5 4 3
@1y 14l ® 112131415 16 17
2 42 18 17 16 15 14 13

Rozwigzanie. Wykonujge skoficzong liczbe operacji elementarnych (zobacz Przyktad
3.6) tak na wierszach jak i kolumnach macierzy nie zmienimy jej rzg¢du. Ponadto
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“rzad macierzy nie ulegnie zmianie, jeéli skredlimy w niej wiersz (d;) czy kolumne
(7@@) zlotona z samych zer lub tez jeden z dwdch wierszy czy kolumn réwnych lub
: pmporcjona,lnych. Réwniez transponowanie macierzy nie wplywa na jej rzad. Badang
- macierz bedziemy wiec przeksztalcaé bez zmiany jej rzedu do postac, z ktérej ten
:':’rzadd mozna latwo odezytad, np. z postaci trojkatnej lub blokowej, z duiy liczba zex
: oraz jak najmniejszego wymiaru.

. (a) W tym przypadku zastosujemy fragment algorytmu Gaussa otrzymujac:

1 30 1 30

I A b U B _
L=l — 2wy 0 —4 4 dye Zup
2 42 ‘ 0 -2 2

. Zauwarmy, ze wynik uzyskalismy szybeiej doprowadzajac plerwszy wiersz do postaci
-1100] przez wykonanie operacji kz — 3k1.

( ) Wykorzystamy prawidtowosé w ulozeniu elementdéw macierzy. Latwo zauwazy€,
“'ze wiersze macierzy zlozone sg z kolejnych liczb naturalnych, prey czym w wierszach
‘nieparzystych tworza one ciggi rosnace, a w parzystych malejace. Dlatego tez sumy
. s@siednich wierszy sg ciggami statymi. Dzieki termu mozna szybko obliczyé, e

2 3 4 5 67
8 76 5 43
1213 14 1516 17
18 17 16 15 14 13

L'z

w4 + w3
wsa + wa
wz + Wi

-2 3 4 5 6 7
10 10 10 10 10 10 | p5— 2us

120 20 20 20 20 20 | te= 3wz

[ 30 30 30 30 30 30

[ Zadanie 4.5. Wykonujac operacje elementarne na wierszach lub kolumnach
. macierzy obliczyé ich rzedy:

o [1-3 212 2 1-3 1-5 s
@2 1-131f5 @) | 4515 30 60 |5 :
5 356 53 2 -8 7 31313
21214
1110000
123 4 R 3221000
56 7 8 5322100
D1 grones @ 2 21 1l @ sy19110
13 14 15 16 111 3101010
1000001

Odpowiedzi. {a) 3; (b) 2; (c) 4; (d) 2; {e} 4; (£*) 6.

B Przyktad 4.6. Sprowadzajac macierze do postaci schodkowej wyznaczyé
ich rzedy:
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3 1 2-17 L
0o 1 0 21 1 9 —9
@ | 3 2 2 18{; (b
2 2 7
0 1t 1 54
311 42 0 2 1
-1 -4 4

Rozwigzanie. Macierz nazywamy schodkows, gdy pierwsze niezerowe elementy (tzw.
schodki) w kolejnych niezerowych wierszach znajduja sie w kolumnach o rosngcych
numerach. Rzad macierzy schodkowej jest réwny liczbie jej schodkéw. Dokonujac po-
danych nizej operacji elementarnych na wierszach macierzy otrzymamy:

(a) Mamy

3 1 2-17

0 1 0 21

‘IZ 3 2 2 18

0 1 1 54

-3 -1-1 42
{b) Mamy

1 2 4

1 4 5

- -1 2 =2

2 2 7

0o 2 4

~1 —4 4

(a)

ok D 2
bS B s BO
(ECRNJCREN
O =

w3 —wr

ws+w

U — Wi
wg +un
wq — 21
weg + Wy

5

2

6li O
-3

(312 —177
010 21
rz| 010 21 33:32
011 54 ?
1001 39
(312 —17] 312-17
010 21 o010 21
21000 00 |ws—ws =1rz| 000 00|=4
001 33 0oL 33
001 39 000 0.6
1 2 4
0 2 1 wa — 2u2
— IT 0 4 2} witw
U —2 -1 Wy — W2
0 @ 4| wetw
0 -2 8
(12 4 12 4
021 02 1
0o0oo 0 00
=IZ| 4500 wg — 3ws = IZ o olo = 3.
003 0013
10009 0070
[1 Zadanie 4.6. Sprowadzajac macierze do postaci schodkowe] wyznaczy( ich rzedy:
4 1 2 5
0 1 3 4
4 4 7 13|
4 1 =2 11’
8 5 b 14
-4 -1 2 -1
<7

(c) A = [ay;] jest macierza wymiaru 5 x 7, gdriea; =i+ jdlal <i<5, 1<




" 4.2. Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera—Capellego 81

- (d) B = [bj] jest macierzq wymiaru 6 x 6, gdzie by; — i?5dlal<4,j<6.
;. Odpowiedzi. (a) 3; (b) 2; (c) 2; (d) 1.

B Przykltad 4.7. Wyznaczy¢ rzedy macierzy w zaleznosgci od parametru p € R:

1 p1 p 1 1 1—-p 2 1 p
a)y |3 0 24; (b) 2 2p-—-11|; (c) 1 2—-p 1 0
p —p 1 p+23 p 1 2 1—pop

—

 Rozwigzanie.

(a) Minorern najwyZszego stopnia dla danej macierzy jest jej wyznacznik réwny

1 pl
3 02|=2(p-—2).
p 1

* Rzad tej macierzy jest wige réwny 3 wiedy, gdy 2p(p —2) £ 0, tzn. dlap # 0ip # 2.
" Dla p = 0 mamy

1 p1 101

Izl?) 02]—rzl302] ka=0 = 1%
p—pl 001

* Podobnie dla p = 2 mamy

1 pl 1 21 1 2 1
rz|3 02 —rz[S 02}“&3“’1—1~le 6 1} da=wr = I3
wg — 2401
p—pl 0 —6 -1

| — |

2-21
(b) Fatwo sprawdzié, e wyznacznik danej macierzy jest réwny 0 dla kazdego p. To
ornacza, ze rzad tej macierzy nie jest nigdy rdwny 3. Zbadajmy teraz jeden z minoréw
stopnia 2, np. minor

p 1
i 9 2]—2(19—1).
7 postaci tego wyznacznika wynika, ze dla p # 1 rzad danej macierzy jest roéwny 2.
Dla p = 1 znajdujemy w macierzy inny niezerowy minor stopnia 2, np.

1 1 11
2 p—1 2 0

Ostatecznie dla kazdej wartodci p € R rzad danej macierzy jest réwny 2.

=250

(c} Obliczmy jeden z minordéw najwyzszego stopnia np. minor
1—-p 2 1

1 2—-p 1

1 2 1-—p
Jezeli ten minor jest niezerowy, tzr. jezeli p # 01 p # 4, to dana macierz ma rzad 3.
Przypadki p = 0 i p = 4 zbadamy osobno. Dla p = 0 mamy

I—p 2 1 »p 12107 go=2ky
rz| 1 2-p 1 0j=rz|1210]| ka=kys =r2

1 2 1-pop 1210] k=0
Natomiast dla p = 4 otrzymamy

=p’(4—p).
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1—-p 2 1 p -3 2 14
rz[ 1 2—-p 1 O]MIZ[ 1 -2 10] ws — wy
1 2-34

1 2 1—pp

ws + 4wy = 3.

LI Zadanie 4.7. Wyznaczy¢ rzedy macierzy w zaleznosci od parametru rzeczy-
wistego p:
p—1 p—1 1 1

F 1 1p 1 p 2
@ 3p3); G |1 -2 T4+p |;(| I pP-1 1 p-1];
1

| 2p 2 2 242p —3—0p 1 p—1 p—1 1
_ [ p —p 1 —p p° 4 4 44
111p 9
) -2 2 -2 2| P 2p 4 44
(d) };gg J(e) 3 D 3 P 1 (f*) p2 2p 2‘pJ 4 4
p 1 p 1 P’ 2p 2p| 20 4

Odpowiedzi. (a) dla p = —3 lub p = 1 lub p = 2 rzad jest réwny 2, w pozostaiych
przypadkach rzad jest réwny 3; (b) rzad jest rowny 2 dla kazdego p € B; (¢} dlap =2
rzad jest réwny 2, dla p # 2 rzad jest rowny 3; (d) dla p = 1 rzad jest réwny 1, dla
p # 1 rzad jest réwny 3; (e} dla p =1 rzad jest rdéwny 2, w pozostatych przypadkach
rzad jest réwny 3; (£F) dla p = 2 rzad jest réwny 1, dla p = —2 rzad jest réwny 3, w
pozostatych przypadkach rzad jest rowny 4.

B Przyktad 4.8. W ukladach réwnan liniowych okresli¢ (nie rozwiazujac ich)
liczby rozwigzahi oraz parametréw:

r—y+2z+1t=1, 20 4+ 2y — 2+ t=1,
(ays3z+y+ z—1t=2 (bys =z — y— z+ 3 =2
br —y + bz +1=4; 3z + by — 4z — t =10

r— 3y+ z= 0,

2r 4+ y— 2= 1,
)bz — y— z= 2 (d)

x — 10y + 4z = —1,

4+ y+2z2= 1

y+z4+ 3= 0,
2r+ y—z— 3= 2,
®x— 2y + 2+ 2t =—1,
20+ 3y + 2+ 3= 1.

Rozwigzanie. Zgoduie z twierdzeniem Kroneckera-Capellego uklad réwnan liniowych z
n niewiadomymi postaci AX = B moze nie posiadaé rozwigzan albo mieé dokladnie
jedno rozwiazanie albo tez mie¢ nieskofczenie wiele rozwiazan. Decydujg o tym rzedy
macierzy A ukladu oraz jego macierzy rozszerzonej [A|B] i wtedy odpowiednic mamy
rzA # rz [A|B] albo rzA = 1z [A|B] = nalbotezrzA = rz[A|B] =7 < n. W
ostatnim przyvpadku zbidr rozwigzan zalezy od n — r parametréw. Do ustalenia rze-
dow macierzy ukladu A i macierzy rozszerzonej [4|B] wykorzystamy operacje, ktdre
ich nie zmieniaja (patrz Przykiad 4.5). )

(a) Rozwaimy podane operacje elementarne na wierszach macierzy rozszerzonej uktadu
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1 -12 11} , 1—1211]
3 011 —1|2| "7 10 4-5-4—-1| da=wz —
[5 15 1|4l ™ o 4541

7, otrzymancj postaci wynika, ze rz A = 2 = rz [A|B] = r < n = 4. Oznacza to, ze
\ uktad ma nieskofczenie wiele rozwigzan zalezacych od n — r = 2 parametréw.

- {b) Zamieniamy dla wygody kolejnodé réwnan uktadu i przeksztalcamy jego macierz
rozszerzong do postaci :

1 -1 -1 3|2 : 3 2
2 2 -1 11| M- 4 —5|-3 1.
3 5 —4 —1{0] 2T —~10|—6

Stad otrzymujemy, ze 1z A = 3 = rz [{A|B] = r. Jednoczesnie n = 4, wige uktad réw-
. paf ma nieskoficzenie wiele rozwiazan, a liczba parametréw jest rowna n - r = 1.
{¢) W tym przykladzie mamy n = 3. Stosujac wskazane operacje elementarne kolejno
otrzymany
1 -3 1, 0 1-3 1| 0
2 1 -1 1| wz—2un 0 7 -3l 1
5 -1 —1| 2| w5, 10 14 —6| 2
1
1

g — W
110 4 ~1| yr 0 —7 3{—1
11 2 0 4 1 1

Zatem 12 A = 3 = rz [A|B] = n. Uklad ma wiec dokladnie jedno rozwiazanie.
{d) Réwnanie ze wspdlczynnikiem 1 przy zmiennej z znéw dla wygody dajemy na
poczatek 1 przeksztaicamy maciers rozszerzony uktadu

1-2 1 2|-1 1-2 1 2|-1
0 1 1 3 0 wg — 2wy 0 1 1 3 0 w3z — Bwe
2 1 -1 -3 2| we—2w 5 -3 —7| 4} wa—Twy
2 3 1 3|1 7 -1 -1| 3
1-2 1 2]-1 2]—1
0 1 1 3/ 0 . 3 0
“lo 0-8-220 4| W 22| 4
0 0-8-22 3 0l—1

Stad rz A = 3 < 4 = 1z [A]B]. Wigc rozwazany uklad réwnan nie ma rozwigzan.
O Zadanie 4.8. W ukladach réwnan liniowych okresli¢ (nie rozwigzujac ich)
liczby rozwigzan oraz parametréw:

4+ y+ z2=1, 2r — y= 3 ho — 3y — z= 3

T+ 2y + 3z =1, x4+ y= 4, 2r4+ y— z= 1,
(a) 2 + 3y + 4z = 2, (b) dx + 8y = 11, () 3z — 2y + 22 = —4,
T — y+2z—t= 1, T — Jy + 2z =7,
(d) {22 -3y — z+t=-1, (e T —- t=2,
z + Ty -t = 4 —x — 3y~ 2z + 2L = 3.

Odpowiedzi. (a), (d) nieskoficzenie wiele rozwiazan, 1 parametr; {b), (c) brak rozwia-
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zan; (e) nieskonczenie wiele rozwigzah, 2 parametry.

H Przykiad 4.9. Wskazaé zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami
w rozwigzaniach uktadu réwnan liniowych:
x4+ 3y + bz + Ts + 2t = 6,
—x +4y+22+Ts+3t=1,
2¢ 4+ y + 5z +4s + =3

Rozwigzanie. Skorzystamy z faktu mowiacego, ze jezeli ukiad réwnah liniowych z n
piewiadomymi ma nieskoficzenie wiele rozwigzafl, a jego maciers A ma rzad réwny r,
to dowolny niezerowy minor macierzy A stopnia r wskazuje nam r zgmiennych, ktdre
mozna wyrazié za pomoca n — + pozostatych zmiennych, czyli parametréw. Przepro-
wadzimy najpierw wstepna analize macierzy rozszerzonej [A|B] ukladu pozwalajacy
na ustalenie rzedéw oraz wyszukanie odpowiednich minoréw. Mamy

1357 2| 6
13572|6 1 3 5 7 2|6 5
{*142731}5%;55-% 07T 7T 15 7};.”1;;-4 011241
1 215413]™ ™ |o-5-5-10-3-9] 4
0000 |4

Stad wynika, ze 1z A =3 = 12 [A|B] =r <n =25. Wyznacaymy teraz wszystkie nie-
5
zerowe minory stopnia 3 z przeksztalconej macierzy A. Sposrdd wszystkich 3) =10

minoréw stopnia 3 niezerowe sg tylko minory zawierajace piata kolumne. Jest ich 6,
mianowicie

13 2 15 2 17 2 35 2 37 2 2
5 5 5] 5 b 5
01 = 01 - 02 - 11 = 12 - —
7? 7! 77 77 7: 7
4 4 4 4 4 4
00? 00? OO? OO? 00-7— 00—7—,

Przyjmujac kolejno kazdy z tych minorow jako podstaweg rozwigzania catego ukladu
réwnaii (1. uktadu Cramera 7 trzema niewiadomymi i dwoma parametrami) widzimy,
e parametrami moga by¢é tylko zmienne pozostajgce poza minorem, a wiec z, s lub
y,5 lub y, z lub x, s lub =, z lub tez z,y.

[] Zadanie 4.9. Wskazaé zbiory niewiadomych, ktére mogg byé parametrami
w rozwiazaniach ukladéw réwnan liniowych:

- y+ z=-1, x4+ 2y + 3z+ 4= -1,

(8) ¢ 2z + 2y — 2z = 3, by { —= + 8y + 11z + 12t = 5,

Jx+ y— 22— 2r— y— = = —4;
z—3y+ z—2s+t= -5,
(c) ¢ 2x — by —ds + t = —10,
2z +t= 0.

Odpowiedzi. (a‘) {y}= {Z}; (b) {x,y}, {Iz z}: {{E, t}: {y,z}, {yut}: {Z:t}5 (C) {a:,y,z}.,
{:E,y,s}, {m,y,t}, {:C,Z,S}, {33:31 t}: {y,Z,S}, {yas»t}'
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. W Przykfad 4.10. Okresli¢ liczby rozwiazan ukladdéw réwnan liniowych w za-
‘leznoéci od parametru p:
z+py+ z=1,
22+ y+ z2=7p,
x4+ oy +pr =Y
pr +py +pz+pt=p,
z + py + pz + pt = p,
z+ y+pz+pt=p,
z+ y+ z+pt=p

@p+ 1Lz + (p—3y =p+1,
(a) { {(p+2)z — 2y 2p; (B)

prty+ z=1,
(C} rty—~ z=p (d)
r—y+pz=1

Rozwigzanie. Uklad, w ktérym liczba niewiadomych jest réwna liczbie réwnaf ma
dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy A tego
uktadu jest rézny od zera. Kazdy przypadek wartosci parametru p, dla ktérego det A =
0 wymaga osobnej analizy zgodnie z twierdzeniem Kroneckera-Capellego (Przyktad
4.8).

(a): Rozwazany ukiad réwnaf ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy 1 tylko wtedy,
- gdy

20+1 p—3
p+2 =2

" tzn., gdy p # —4 i p £ 1. Maciets rozszerzona uktadu dla p = —4 ma postaé

detA_-l = P —3ptd=(1—p)p+4)#£0,

3
11 =
T T8 w i (=T 7
2R A A R
00 -
© Stad wynika, ze uklad jest sprzeczny, gdyzrz A = 1 < 2 = rz [A|B]. Dla p = 1 mamy
3 212 3 —2|2
4B} = [3 -2 2] wa _’[0 0 0]’
wiec 1z4 = 1 = rz[A|B]. Uklad réwnaf ma zatem nieskoficzenie wiele rozwiazan

zaleznych od jednego parametru.

(b} Dla ukladu rozwazanego w tym przykladzie mamy
1pl
211
11p
wiec ma on dokladnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy p # 0ip # 1.
Przeprowadzimy teraz analize ukladu dla p = 0 oraz p = 1 stosujac fwierdzenie
Kroneckera-Capellego. Dla p = 0 mamy

det 4 = = 2p(1 — p},

1011 10 1] 1 10 1| 1
11 0|0 i 01 —1|-1 00 0 1

Oznacza to, ze rzad macierzy A ukiadu jest réwny 2 podcezas, gdy rzad macierzy
rozszerzonej [A|B] jest réwny 3. Uklad réwnan jest w tym przypadku sprzeczny. Dla
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parametru p = 1 mamy

11 1|1 1111
[A|B] = 2111]32‘$1-_+l1000].
11 1)1} 7 ™ 000|0

W rozwazanym przypadku rzedy macierzy giéwnej oraz macierzy rozszerzonej uklady
sa réwne 2. Oznacza to, ze uklad ma nieskoficzenie wiele rozwigzan zaleznych od
jednego parametru.

(¢) W kolejnym uktadzie réwnah mamy

: p 1 1
detA=11 1 -1|=p>-2~3=(p+1(p-3),
1 -1 »p

wiee dla p 3£ —1 oraz p # 3 ukiad ma doktadnie jedno rozwigzanie. Dla p = —I mamy

-1 1 1j 1 0 0 0o 2
[ABl=] 1 1 -1 4] ﬁ;jgi H|0 2 0 —2].
1 -1 -1] 1 1 -1 —1] 1
Uldad rownan jest w tym prazypadku sprzeczny. Podobnie jest dla p = 3, gdyz
3 1 1|1 0 4 -8 -2
[A|B] = ll 1 -1 3] “11112__35’33 — [0 2 —4 2] wy — 2twa
1 -1 3|1 1 -1 3] 1
0 0 0]-6
— [0 2 -4 2] ,
1 -1 31

awleczAd=2<3=rz[48].

(d) W ostatnim ukladzie r6wnah mamy

Zatem dla p = 0 otrzymamy, ze 12 A = 3 = 17 [A|B] = r < n = 4, wiec uklad réwnan
ma nieskoficzenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r = 1 parametru. Natomiast dla
p=1lmamyrzA=1=rz [4B] =r <n=41iuklad réwnah ma takje nieskohczenie
wiele rozwiagzan, ale zaleznych od n — r = 3 parametrow.

L] Zadanie 4.10. Qkredli¢ Hezby roswiazan ukladdéw réwnan liniowych w za-
leznoéci od parametru rzeczywistego p:

(1=3p)z + (p— Dy = —6;

pt+1lx— y+pz= 1,
(b) ¢ B—p)z + 4y — pz = —4,
px + 3y = —3;
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2r +py + pz +pt = 1,

(c) $+py+zzjlj (d) N 25 + 2y + 22 + pt = 3,
r+ oy tapz=l 2r + 2y + 22 + 24 =4
z+ (p—2)y — 2pz = A4,
e{ pz + (3—ply + 4z = 1,
(1+pz + y+22—pz=".

Odpowiedzi. Uklad nie ma rozwigzan, ma dokladnie jedno rozwiazanie, ma nieskofi-
czenie wiele rozwigzah odpowiednio (a) dlap=1/2,dlap # 1/2ip # 3, dlap =3;
(b) nigdy, dlap#4ip#0,dlap=4lubp=70; (cydlap=—-2,dlap# ~2ip#1,
diap=1; (d) dla p =2, dla p # 2, nigdy; (e) dla p € R, nigdy, nigdy.

4.3. Metody rozwigzywania ukfadéw Cramera
B Przykfad 4.11. Rozwigzac uklady Cramera metods eliminacji Gaussa — Jor-

_ r— 2y +32= -1,
(a){w_+5y_2f (b){3cr:+ y+dz= 5

_ = T+dy+ 22— s = 3,
4ii§§-§z+ t;?’ 2z + 9y + 6z — 25 — 3t = 5,

:(C) e+ 2 — 24 i’—]_: (d) T+ 2y — z— s+ 5t = 5,
—x + y+4z-2—6f;:05 —2$*7y~+~ Z+35—-4t=*5,

! o —x — 5y - z+3s+ 6t = 4

Rozwiazanie. Operacje elementarne wykonywane na wierszach ukladu réwnan prze-
ksztalcaja ten ukiad w uklad mu réwnowainy, czyli nie zmieniaja jego rozwigzania.
Zatem do rozwiazania ukladu Cramera postaci AX = B, gdzie A jest macierzg nie-
osobliwa mozemy wykorzystaé algorytm Gaussa — Jordana (patrz Przyktad 3.8,9), co
ilustruje ponizszy diagram:

[A|B] e — 11 X]

gdzie T jest macierza jednostkowa, a macierz [A|B] nazywamy macierza rozszerzona
uktadu AX = B.

(a) Wykonujac kolejno podane operacje elementarne na wierszach macierzy rozsze-
rzone] uktadu otrzymamy

15| 2 ; 1 52 - 15(2 . 10]-3
_gglis| T iganior) W ol T2 T ot 1]

Ostatni zapis oznacza, Ze
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1z +0-y= -3,
-z 4+ 1 y= 1,
zatem z = 3, y = 1.
(b) Podobnie rozwiszujemy uklad z trzema niewiadomyini
(1 -2 3|-7
1-23-7 1 -2 3|-7 5| 96
[3 14 5‘|$§_§$1—> 0 7 =526 |w:7 |0 1_“7?7 wg — Qwg —
2 51|18 0 9 -5 32
|0 9 5132
1 -2 3] -7 1.9 3[-71
51 26 s 100 2
[ ST Wy (o BT S126 1 wtfws g g 3
: 7 7 wa iy 0 1 _77— ? wy + 2wz — dws
10| 10 ' 001(-1
0 0 —1-% 0 0 1]-1]
Stad wynika, se x =2,y =3, 2 = —1L.
(¢) W tym przyktadzie mamy
12-30(0 12 -3010 12 -30/0
— — 4
48 -71]|1 “1;23__;”11% 00 511 estn — 03 16/0] wy 3
12 111 W™= g0 211 00 211 ws:2
—11 460 03 16{0 60 511
12 -3 0] 0 rt2 -3 0] 07
I U 01 ; 32| 0
3 17 1 3
— 111 wy — Hwg — - il w. -2 —
0o 11! i=sws = oo 1 of o) e (03)
|00 & 1§11 | 00 {)_g_%_
r1 2 -3 0§07
1 1000] 4
%01512? "L”B;%’MQ _|o100[-2
Lyl gts e 0010 0
00 12 9 w1 — 2wo + 3wa 0001 1
o0 0 1)1,

Stadz =4, y=-2,2=0,i= 1
(d) Przeksztalcamy macierz rozszerzona danego ukladu réwnan otrzymujac kolejno
1 4 2-1 0] 3 1 4 2-1 0 3

2 9 6-2-3] 5| w-2w1 |0 1 2 0-3-1| w,sow
1 211 5| 5| ™-wm ,1g_2_ we—wg —

o 3 05 2 we —w
—2 -7 1 345 et 0 1 5 1—4] 1| ws+ws
-1 -5-1 3 6 4 o-1 1 2 6| 7
142 -1 0] 3 142-1 0] 3
012 0-3-1 012 0-3-1
—~ 001 0-1| 0 gi:g:ﬁze 001 0 -1} 0 wijs—?;ﬂ‘z%
003 1-1| 2 000 1 2| 2 '
003 2 3| 6 000 2 6 6
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r142 -1 0| 3 142 -10|3
012 0=3|-1| w2 012 00[2
— 1001 0-=1| O wz+2ws — 001 Q0|1 un + 1wy —
000 1 2 2| wat2us 000 100
000 0 1] 1 000 011
T14200]3 14000][1 100001
01200{2 01000|0 0100 0|0
—~ 001001 :ﬂﬂig$3—+ 001001 wi—dws — |00100|1
oootolo| - 77 00010|0 0001 0|0
[0000.1|1 00001[1 00001|1
Rozwigzaniem tego ukladu réwnan sa liczby ¢ = 1, y =0, z2=1,5=0,t = 1.

[} Zadanie 4.11. Rozwiazaé uklady Cramera metoda eliminacji Gaussa — Jor-

, 2z + 3y = 1,
(a){gmi ywo_ (b) ¢ =+ 2y — 3z = -3,
y==5 2 + dy + z= 1
3z + y+ z=-1, 20 + 3y + 2z =1,
(c) x + 2z = —6, (d) < 3z + 4y + 2z = 2,
Jy + 2z = 0 dy + 2y + 32 = 3;

r — 2y +3s+ t—= 1

2r2y+ 24 E=00 g Qz:gyiiigiizi i’
3¢ + 2y + 32 + 2 = 3, y 0
1

= Yy + 3s + 5t =
6z + 4y + 3z + 2t = 2; T — 2y + 58 + 8t =

1

T4+ y+ 24+ t=1,
]

Odpowiedzi. (a) z = —1/7,y=3/T;(b)z =2,y = -1, z=1;(c)z =0,y = 2,
z==-3{(d)x =8/T,y=-1/7, 2= -3/T;(e) z = L,y = =2,z = 0,t = 2; (f)
r=10,y=3,2=0,s=-1,t=0.

8 Przyktad 4.12. Stosujac ,metode kolumn jednostkowych” rozwigzaé uklady
. Cramera:
T+ y+2+3t= 1,

' 20— y+z=1, U Y R
(a) ¢ —dz — 12y + 2z = 2, (b) 333 Y Z zt: %1
3z 4+ 3y +z=23; cHdy— 2 t=-6
- ’ x+ 2y + 32— L= —4

dz 4+ y + 54 2 =2,

- 4+ 3z -+ 2s =1,

)2z +2y+ z+4+ s+ 3t=3
x+2y— z— s+ t=1,
4+ 2z + 2s = 3.

Rozwigzanie. ,Metoda kolumn jednostkawych” jest zmodyfikowans wersja algorytmu
Gaussa — Jordana (patrz Przyktad 4.11). Polega ona na odpowiednim przeksztalceniu
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macierzy rozszerzonegj uktadu. W przypadku ukladéw Cramera celem postgpowania
jest doprowadzenie wszystkich kolumn macierzy ukladu do postaci jednostkowej (tzn.
z jedna jedynka i Teszta zer) tak, aby jedynki w poszczegdluych kolimnach znajdowaly
sie w réznych wierszach. Przeksztalcenie j-tej kolumny schematycznie przedsta-

wiamy ponizej. '

... G5 ... - M. ais T Fo.. 0 .00
wy — G145y PN
- Bty .| e Q14 .| ) - N
C By |t | witey — 1 ... :w“_l Gi-1jWi _, R
Wil — Gi415Wq
I (TEE I cew Ogrig oot . . 0.
. Wp, — AnjW;
... Opj i L Opg - f L... 0 ... ]

Dla ukiadu Cramera z n niewiadomymi metoda ta wymaga n krokéw, gdyz w jed-
nym kroku przeksztalca sig ostatecznie cala kolumne. Kolejnoé¢ przeksztatcamych
kolumn oraz polozenie koficowych ,jedynek” jest dowolna, przy czym prakiycznie
jest do przeksztalcenia wybiera¢ kolumne skladajacy si¢ 2 jedynki, ,matych” liczh
catkowitych i ,duzej” liczby zer. W poréwnaniu z klasycznym algorytmem Gaussa —
Jordana metoda ta nie wymaga przestawiania wierszy.

(a) Postepujac wedlug oméwionej wyzej metody kolejno otrzymarmy

2 1 1|1 2 —11]|1 0 -9 1|-3
—4—1212}32“314 —6 —11 0|1 gllggga 0 13 0| 13| w2:13 —
3 31|3] 7 ™ 1 40|22 P 1 40! 2

0 -91!-3 001 6
S0 10 1| mth o100 1.

1 40| 2] % 100|-2
Stad wynika, ze uklad wyjsciowy jest réwnowainy ukladowi

{U-erO-erl-z— 6,

0-z+1-y+0-2= 1,
1z 4+0-y+0-2 = -2,
Zatem z = -2,y =1, z = 6.
(b} Postegpujac wedlug oméwicnej wysej metody kolejno otrzymamy

1 1 2 3|1 11 2 3|1
31 -1 —2|-4 | w2 3w 0 —4 -7 —11|-7| w1~

wg — 2wy —

2 3 -1 -1-6|“ 2T 0 15 7|8 | Wt
1 2 3-1|-4 0 1 1 —4/-5
r1o0 1 7] 6 101 7] 6
. 00 -3 27|27 wa: (=3) 001 9 9 151:21;;2 .
00 —6 —3| —3|ws:(-3) 002 1| 1},
01 1 4| -5 011 —4|-5
(100 -2| -3 100 —2| -3 10001
o019 o) o, |001 9 -9 witdws 100100 0
000 17|17 | ¥’ 000 1| 1|2 02 0001 1
(010 13|14 010 -13-14 01001
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- Stad odezytujemy, ze x = —1, y=—1,2z2=0,¢=1.

+ (c) Postepujac analogicznie jak Ijoprzednio otrzymamy

3 1 0 122 0 4 -9 —52/-1
1 -1 3 20[1 |4 30 1 -1 3 20 1 |w—4uws
2 2 1 13|3|ws—2w>— |0 4 -5 33 1| Fws
1 2 -1 —11|1| wa—ws 0 3 —4 —31 0|, 30
0 1 2 20|3 0 1 2 20 3
00 —17 —13 2|-13 00 3 50| 5
106 5 40| 4 10 5 40| 4
100 13 —11 3|11 @74 100 17 16 0| 16 | wi:3 —
00 10 —9 1| —9| >~ 00 -10 -9 1|-9
01 2 20| 3 01 2 20| 3
— 5 5_
001 - o0 =
3 3
13 13
00 1 §0§ 100 —— 0|——
10 5 40| 4|mim 337 337
wg — 1Tw
=100 17 16 0] 16 [wsr1om — |0 00 —F 0= |ws: (%) —
00 —10 -9 1|9 | ws—2un 93 93
01 2 20| 3 000 = 1| —
3 3
4 1
010 —— 06| —-
L 3 3
001 5/30| 5/3] ., 54, 00100|0
100—13/30713/311)#";_1” 1000 0|0
— {000 10 I B 00010|1
000 23/31] 23/3|% 5w 00001|0
010 —4/30 —1/3]| ws+3ws 01000]|1
: Rozwiazaniem tego ukladu réwnan sg licsby e =0,y =1,2=0,5=1,1=0.

”

' U Zadanie 4.12. Stosujac ,,metode kolurnn jednostkowych” rozwiazaé uklady

. Cramera:
bx + 2y — 2z =5, 2§:2yj i;i:_ﬁll?
() 48z + y+22=1 (b) ¢ -
{2w+3y+2z=5; T oy+2 =5,
4+ y— z+t= 4
20 +y + 2 +t=0, 2¢ + 3y + 2z — t =3,
_ Y+ z = 0, 2r 4+ y+ z+ 25 + 3t =6,
o) 22 4+y+z2+s = (), (d) < 3z — z4+ s+ t=3,
' y+z+s+t=4, Yy +4s + t=1,
i + z 4+t = 0 2z + y+ z— 2s+ 5L =38

1 .
~ Odpowiedzi. (a) © =0, y = 2, Z= (byz=1ly=2,z=3t=4 (c)r=—-1Ly=
Lz=-1,5=2t=2; () r=Ly=0,2=1,s=0,i =L
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B Przykiad 4.13. Klienci sklepu spozywezego stojacy przed nami w kolejee
placili kolejno: 9.50 zt za 2 kostki masla, 2 bochenki chleba, 10 jaj, 3 litry
mieka; 8.20 zi za 1 masto, 2 chleby, 20 jaj, 1 mleko; 8.90 zt za 3 masta, 1 chleb,
5 jaj, 2 mleka.

(a) Chcemy kupié¢ 2 masta, 5 chlebéw, 35 jaj i 5 litréw mleka. Ile zaptacimy?
(b) Czy po zaplaceniu za zakupione produkty poznamy ich ceny jednostkowe?
(¢) Jakiego zakupm powinni§my dokonaé, aby otrzymac kazdy z tych produk-
téw i jednoczednie poznaé jego ceng jednostkowsa?

(d) Wyznaczy¢ ceny jednostkowe, jezeli kupujac po jednej sztuce kazdego z
tych produktéw zaptaciliSmy 3.60 z1.

Rozwigzanie. Niech z,y, z,t oznaczaja ceny jednostkowe odpowiednio kostki masta,
hochenka chleba, jajka, litra mleka. 7 danych zadania wynika nastepujacy nktad row-
naf

@+ 2+ 20z + t=82,
3z 4+ y+ 5z + 2t =289
(a) Nalezy wyznaczy¢ wartoéé c taka, ze ¢ = 2z + 5y + 352 + 5t. Wystarczy, aby
réwnanie definiujace liczbe ¢ bylo kombinacja liniows wezesniejszych trzech réwnan.
Méwiae éciéle, aby istnialy stale ag, oz, ag € R takie, ze
(2,5,35,5) = 01(2,2,10,3) + ax(1,2,20,1) + as(3,1,5,2).

Stale @y, o, oz znajdziemy rozwiszujac uklad réwnan

{2m+2’y+102+3t—9.5,

2 13| 2 21 3| 27
2 21| 5 w2—220w1 —20 =51 W1f§w4
y — — + —
10 20 5[35 | 27PN 80 0 55| =5 | 200
3 12|53 10 —1| 3]
00 7 7 |aeezun [00 ¥4 wass
3= Fp W2 o i — owa
=100 -85|85 | weiiony |0 14| warws T
|10 —1| 3 -
r010| 1 100 2
N 0011]33331@{010 11.
[to00| 2f TP 001|-1

Stad oy = 2, ap = 1, a3 = —1, wigc ¢ = o - 9.5+ ap - 82 4 3-89 = 183. Z
przeprowadzonych obliczen wynika, ze zaplacimy 18.30 zi.

(b) Niemozliwe jest wyznaczenie cen jednostkowych poszczegdlnych produktéw na
podstawie podanych informacji. Uklad réwnan opisujacy te cztery niewiadome nie
ma jednoznacznego rozwiazania. Rzad macierzy uktadu pierwszych trzech réwmnai
jest oczywicie mniejszy od 4, zad dodanie czwartego liniowo zaleznego rownania nie
podwyzsza tego rzedu do 4.

(c) Ceny poszczegélnych produktéw moglibysmy wfznaczyé 7 ukladu réwnan o macie-
rzy rzedu 4, np. z uktadu Cramera. Rzad maciersy ukladu trzech réwnai napisanych
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na poczatku jest réwny

2 210 3
12201 T o =3,
wg — 3w
31 52

éo greszta mozna juz bylo wezedniej wywnioskowad na podstawie rachunku przeprowa-
dzonego w punkcie (a). Zakup, jakiego powinnismy dokonaé, musiatby sie wiee sktadaé
7 k1 kostek masta, kz bochenkéw chleba, k3 jaj i kg litréw mleka, gdzie k1 > 1, k2 > 1,
ky > 1, ks 2 1, przy czym musi by¢ spetniony warunek

2 2 10 3
12 20 1
3 1 5 2,77
by By ks kg

Warunek ten spelniony jest np. dla by =6, ko =5, k3 =35, ky = L.
(d) Do pocrgtkowego uktadu trzech réwnai dotaczamy czwarte réwnanie
r+y+az+1=23.6
Rdiwi@zujemy otrzymany uklad czterech réwnaf (metody ,kolumn jednostkowych”)
22 10 3|95 0-2-30 1, 69

1220182  wi=2w2 |1 2 20 1| 82| 4y
31 52(80| 2 %7 |0 555 —1|-15.7| ws+w
11 11|36 0-1-19 0| —46
02 -301] —69 00 81| 23
|1 4 500 151 :ﬁifﬁia 10 —260]-33 e s 48—
0-7 850 226| v ytur 100 480| 9.6
0 1 190 46 01 190| 46
00 81| 23 0001[0.7
10-260[-33| wi-3ws  |1000|L9
“loo 10| 02| 2Tl 7 10010[02
01 190] 46 0100038

Stad wynika, ze czwarty zakup k1 = ke = k3 = k4 = 1 czyni zadosé warunkowi z
punktu (c) i pozwala na wyznaczenie cen jednostkowych (w zlotych), ktére sg réwne
r=19y=08,2=02it=0.7.

[ Zadanie 4.13. W wytwdérni montuje sie wyroby A, B,C, D, E z caterech
typéw detali a, b, ¢, d. Liczby detali wchodzacych w skiad poszczegdlnych wy-
robdéw podane s w tabeli

A B|C D|FE
all)2;0]4]1
bl2(1 4|51
el 1313154
dl1]1]2]3]1

e
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(a) Czy mozna obliczyé, ile waza wyroby D i E, jezeli wyroby A, B,C waza
odpowiednio 12, 20 i 19 dag. Podaé znalezione wagi.
(b) Tle waza, detale a, b, ¢, jezeli detal d wazy 1 dag?

Odpowiedzi. (a) wyréb I} wazy 44 dag, zas wagi wyrobu E na podstawie tych danych
nie mozna nzyskaé; (b) detale a, b, ¢ waza odpowiednio 4, 2 1 3 dag.
4.4. Metody rozwiazywania dowolnych uktadéw réwnan

# Przykiad 4.14. Wykorzystujac algorytm Gaussa — Jordana rozwigza¢ uklady
rownan:

20 4+y— 24+ t=1, T+ 2y —z—- t=1,
(a) y+32—3=1 by + y+2z+3=2
z4+y+ z-—- t=1 3r+by — 2+ t=3;

r+2y+3x—-—2— u= 6,

2oy + z-1 3z + 6y + 52— 2t — Yu—= 1,

3r —y+ 3z =2,

(c) _ (d*) < 2z + 4y + 22 — 8u = —b,
ii—yi 2:(1)? 20 + 4y + 7z — 5t + wu= 17,
Y o T+ 2 + 6z — 5t — 10u = 12.

Rozwigzanie. Rozwiazywanie dowolnego liniowego ukladu réwnan AX = B metoda
eliminacji Gaussa — Jordana polega na przeksztalcaniu macierzy rozszerzonej [A|B]
tego ukladu. Celem postgpowania jest doprowadzenie macierzy [A|B] do macierzy
|A'|B'] opisujacej uklad réwnowainy wyijsclowemu i jednoczesnie zawierajacy w le-
wym gornym rogu macierzy A’ macierz jednostkowsa, a pod nig jeszeze jeden wiersz
zlozony z samych zer. Wowcezas, zgodnie 7 twierdzeniem, mozliwe beda trzy sytuacje:

(1) uklad bedzie sprzeczny, jezeli element kolumny B’ wyrazéw wolnych odpowiada-
jacy wierszowl zerowemu macierzy 4’ bedzie rézny od zera,

(2) ukiad bedzie mial tylko jedno rozwiazanie {i bedzie réwnowainy ukladowi Cra-
mera), jezeli poza macierza jednostkowa w macierzy A’ nie pozostanie zadna inna
kolumna, :

(3) ukiad bedzie miat nieskoficzenie wiele rozwigzai, jezeli poza macierza jednostkowa
w macierzy A" pozostanie choé jedna kolumna. Liczba tych dodatkowych kolumn be-
dzie wowczas liczba parametréw okreslajacych rozwiazanie uldadu.

Nasze preyklady rozwiazywaé bedziemy w oparciu o algorytm Gaussa — Jordana, ale
zmodyfikowany, bo wykraczajacy poza uklady Cramera. Bedziemy wykonywad naste-
pujace operacje na wierszach macierzy rozszerzonej:

— zamiana miedzy sobg i—tego i j—tego wiersza {oznaczenie w; +w;),

— munozenie i—tego wiersza przez stala ¢ rézng od zera (oznaczenie cuwy),

— dodanie do i-tego wiersza j-tego wiersza pomnozonego przez stala ¢ {(oznaczenie
w; + cwy), ktore wystarczaly dla ukladéw Cramera oraz dodatkowo:

— skreélenie i—tego wiersza zlozonego z samych zer (oznaczenie ty; = 0),

— skreslenie i—tego wiersza réwnego j-temu wierszowi (oznaczenie iy = w;),

— skreslenie i—tego wiersza, ktdry jest proporcjonalny do j—tego wiersza (oznaczenie

Wy ~ wy).
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Potrzebna tu jeszcze bedzie operacja przestawiania j—tej kolumny na koniec
piewiadomych (oznaczenie k; ——) z jednoczesnym przemianowaniem oznaczen
niewiadomych.

(a) Przeksztalcamy macierz rozszerzong ukladu réwnad otrzymujac
21 -1 1|1 11 1 -1]1
01 3 -3|1{ wneows— |01 3 =311 wa—2uw —
11 1 -1l 21-1 111
: 1 1 1-1] 1 111 111 ;
— O 1 3*3 1 UX;N’LUQH 013m31 U — Wy —
0-1-3 3|-1
Dany ukiad jest wige réwnowazny ukladowi
T — 2z + 2t =0,
y+ 3z -3t =1
Uklad ten ma nieskoficzenie wiele rozwiazaf z dwoma parametrami. Przyjmujac nie-
wiadome z i t za parametry otrzymujenty rozwiazanie tego ukladu

{ac—Qz——Qt,

-2 2|0
3 =31}~

y=1—3z+ 3,
gdzie z,¢ € R,

(b) Postepujac podobnie otrzymujemy kolejne réwnowazne postaci macierzy rozsze-
rZ0nej

12 -1 -1]|1 1 2-1-1|1 1
11 1 3|2 @222—_3111%[0 -1 2 4|1} ws—wy — 1
35 -1 143 0-1 2 4|0 —1

Ostatni wiersz uzyskanej macierzy wskazuje na sprzecznoéé danego ukladu réwnan.
Widaé to wyragmie po rozpisaniu ukladu w formie rozwinietej.
c+2y— z— t= 1,
- y+2z+ 4= 1,
= -1

(¢) Macierz rozszerzona [A|B] danego ukladu réwnai po przestawieniu jego wierszy
wy <> Ws, Wy <> Wy Przyjmie postad

1 1 1(0
1 ~-1 1|1
ABI=19 1 1|1
3 -1 3|2
Dokonujac na wierszach tej macierzy zaznaczonych operacji otrzymujemy kolejno
(1 1 10
; wa — U O 72 O 1 Wo w3z 1 1 1 0
EA[B] ws — Ay O 1 1i1 ws -(—1) — 0 11{-1 wa + 2wg
wq — 3w 04 02 Wy~ wy 0-201 1
1
DR z
— 0111} wg D - ““,1 :g;:ﬁz ~y
[002]-1 001/~ ’ 1
2 3
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Dany uktad réwnan jest zatem réwnowazny ukladowi Cramera posiadajacemu jedyme
. rozwiazanie

x=1,
1
y= 97
1
2= -——.
2

(d*) W tym przykladzie pojawi sig koniecznosé¢ przestawienia kolumn. Mozna. to zrobi¢
jednorazowo pod koniec postepowania opuszczajac wezedniej ,niewygodne” kolumny.
My jednak bedziemy to robié stopniowo. Kaidg ,niewygodng” kolumne (tzn. nie ma-
jaca elementu niezerowego ponizej juz ustawione] ,,jedynki” na przekatnej) bedziemy
od razu przestawiaé wraz z jej niewiadoma na koniec macierzy uktadu przed ko-
lumne wyrazdéw wolnych. Od tego momentu bedziemy juz zaznaczaé¢ nad kolummnami
macierzy odpowiadajace im niewiadome. Oczywiscie niewiadome przeniesione na ko-
niec stana sig parametrami. Mamy zatem

123 -2 —1] 6 192
365—2 —9| 1| w2—3w1 |00
242 0 85| %72, 100
247 -5 1|17 w0 00
126 -5 —10]12] 00
ry z t u
r12 3 -2 —1| 67 ks—
= o0 1-1 3] 5| ws+dhe—
00 —4 4 —¢|—17| wa—3w
00 3 -3 -9 6

Wy — Jwsg
w1 — 3wz + w3

[l
o O N
o L
N o o

Dany uklad jest wiec rownowazny ukladowi
T + 2y + 1t =

z — t =

U pemmn}

Uklad ten ma nieskofczenie wiele rozwiazaf z dwoma parametrami. Przyjmujac nie-
wiadome y, ¢ za parametry otrzymamy rozwiazanie tego uktadn
T =—4—2y—1

z—7+t
=5 ,

1 .
U= —

27

gdzie y,t € R.
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[1 Zadanie 4.14. Wykorzystujac algorytm Gaussa — Jordana rozwiazac uktady
réwnan:
(. — 2y + z= 4

x4+ y+ 2= 1,
(®) Y 20 — 3y + 5z = 10, (b)
br — 6y + Bz = 19;
x4+ 2y + 324 t=1,
20+ 4y — 24 2 =2
()4 3 + 6y + 102 + 3t — 3, D
L z+ y+ z+ t=10

r+2y+ z+ t=7,
2r — y — z+ 4 =2,
br+ by +2zz+ =1

r— y+ z—2s4+ t= 0,
3z +4y — 24+ s+ 3t= 1,
z— 8y +56z—9s 4+ t=-1

Odpowiedzi. (a) z = 1,y = —1,z = 1; (b) uklad jest sprzeczny; (c) ¢ = —1 — £,y =

3
1,z =0, gdzie t € IR; {d)wz?—?z#rs_t,y:,—7-+?z—5,gdziez,s,t€R.

B Przyktad 4.15. Rozwiazaé uklady réwnaf ,metoda kolumn jednostkowych”:

4+ 3y + 5z + Tu= 2, 20 + 9y + 6z — 25 — 3 = 5,
20 — y+ 2+ 3u= 4, b t+2y— z— s+ 5= 3,
(a) z+ 2y + 2z 4 2u = -1, (b) -2z — Ty + z+ 3s — 4t = =5,
3z + y+3z+du= 3 —x — by — z+3s+6{l = 4

5r+ y+ 22+ s t+ bu=—
—11lz — 3y — 92 — 28 + 4t — 1By = ~—
(c) 4z + y -+ 22 4+ 3s + 2t + 13u =
3z — 2y - Tz + s+ 6 — 2u=
2x + 3y + 9z — 7+ Bu =

= O OT D

Rozwiazanie. Metoda kolumn jednostkowych jest praktyczna wersja metody eli-
minacji Gaussa — Jordana. W przypadku dowolnych ukladéw réwnaf celem poste-
powania jest doprowadzenie kilku kolumn macierzy uktadu do postaci jednostko-
wej (tzn. 7 jedng jedynka i reszta zer) tak, aby ,jedynki” w wyrdznionych kolum-
nach znajdowaly sig¢ w réznych wierszach. Wybér kolumn do przeksztalcen jest do-
wolny. Najlepiej jest braé kolumny zawierajace ,mate” liczby calkowite, ,duzo” zer,
a wyrézniony niezerowy element powinien znajdowaé sie w wierszu dotad nie wy-
bieranym. Samo przeksztalcenie kolumny wykonujemy dokladnie tak, jak dla uktadu
Cramera (patrz Przykiad 4.13). W stosunku do uktadéw Cramera w przypadku do-
wolnych ukladow réwnan moga w trakcie postepowania pojawié si¢ wiersze zerowe
- wtedy je skreflamy, wiersze réwne lub proporcjonalne - wtedy skreslamy jeden
"z nich. Moze sie zdarzy¢, ze w macierzy rozszerzone] uktadu pojawi sie wiersz zerowy
% jednym elementem niezerowym w kolumnie wyrazéw wolnych. Taki uktad réwnan
jest oczywicie sprzeczny. Jedli tak sie nie zdarzy, to postepowanie konezy sie wiedy,
:gdy liczba wyrdznionych kolumn jest réwna licgbie wierszy, ktére pozostaly w macie-
‘mzy. Rozwigzanie uktadu odezytujemy teraz z koficowe] postaci macierzy, wyrdznione
pjedynki” wskazuja zmienne zalezne.

Uwaga. Przy wybieraniu wyrdznionych kolumn oraz ich niezerowych elementéw mamy
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pelna dowolnoéé. Jednoznacznie okredlona jest tylko liczba tych kolumn, ale pojawia
sie ona w naturalny sposdb na koficu postepowania.

{a) Przeksztalcamy macierz rozszerzons uktadu réwnad otrzymujac

4 357 2 0 -5 -3 1| 6

2 -113] 4{ w—duws 0 -5 -3 —1| 6| vi=wm
1 2922 1| mT™ oy 9 3 oo | Biu
3 135 3 0 -5 -3 -1

L [r222] o |1 8 401
0531|-6| 7" 0 5 3 1|-6|"

W formie rozwinigtej ukiad réwnan przyjmuje postac

r — By — 4z = 11,
59 + 3z + u = —6,

zatem jego rozwiazanie mozna zapisa¢ wzorami

T = 1148y + 42,
u = —6— by — 3z,

gdzie y,z € R.

{(b) Postepujac wedlug tej samej metody otrzymamy

2 9 6 -2 -3| 5 0 5 & 0 —13|-5
1 2 -1 -1 5| 5 w32 1 2 -1 -1 5| 5| wytuws

—

2 -7 1 3 45| W00 3 1 1 6| 5| wi 2w
1 -5 -1 3 6| 4 0 -3 -2 2 11| 9
[0 5 80 —13|=57 ,, .5 [0 34 800]| 8
1 -1 -20 11] 10| wy o 13ws 1 32 -200|—1 _
~lo-3-11 6| 5| we—-11ws {0 15 -110|-1] %
0 3 00 —1|-1] ws—f%wse 1o -3 001] 1
o . -
9—171001
0 -17/4 1 00| 1 47
1 s -1 1o|—1 ] et 1 5 0000
o -3 oo1| 1] =t™ 43 ’
0 —3001|1
zatem
( 17
47
.’L'+‘§—y =1,
43
Iy + 85 - 0,
L — 3y 4t 1
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.- i ostatecznie x = 1 —47y/2, z =1+ 1Ty/4, s = —43y/4, t =1+ 3y, gdzie y € R.

(c) Rozwiazanie tego przykladu znajdziemy doéé¢ szybko, bowiem mamy

5 1 2 1-1 6] 2 51 2 1-1 6] 2
—11 -3 -9 -2 4 —15|-h | wz+3uwy 40-3 1 1 3 1{ wi—wa
M1 2 3 2 13 6| MM | 90 0 2 3 7| 4 gz*%ﬁg
3-2-7 1 6 =2| 1| —3u 130-3 3 4 10| 54 -y
2 3 9 0-7 8| 1 -130 3 -3-4-10{-5
11 50-23)1 3117005 57
40-31 13(1| wi+t2uws
— wy—wy — |30 -8102—1].
1O 60 112y w, Lo 6011 21
10 60 112
To oznacza, ze
3z +y + 17z 4 bu = 5,
{3$ - 92 + 5 + 24 = -1,
T + 6z +t+ u= 2,

zatem

-1 — 3z + 9z — 2u,

{y— 5 — 3x — 17z — bu,
& —
t= 2 -~ x— 6z — u,

gdzie z, 7, u € R. L
[ Zadanie 4.15. Rozwigzaé uktady réwnan ,metods kolumn jednostkowych”:

3r+2y+2— t= 0, 22 +3y+ z—25s— t= 6,
by — y+ z + 2t = —4, b de + Ty + 2z — bs + ¢ =17,

@) Y7 +8y+2-7t— 6 (b) 6 + 5y + 32 — 25 — Ot = 1,
T — y+z+ 2= 4 2¢ + 6y + =z — bs — 100 = 12;
(3 + vy — 2t = 1, r—3y+ z—2s+1= -5
br 4+ 2y + 22— t= 5 2x — 6y —4s + t = =10,

x— Y — 2t = =5, d 2z +t= 0,

©F 5o+ g+ 5-3t= 0 WY-owt+o6y+2:+45 = 10
—Tx — 3y + =z + 5t =—4, —2z + 6y + 4z + 4s + £t = 10,

. dx + y —~ 2z — bt = =2, . —z+ 3+ z+ 25 = &

Odpowiedzi. (a) uktad jest sprzeczny; (b) y = 7/2+ 3, z = —4— 2z —s,t =1/2, gdzie
zseR; ()ez=—1+fy=4—t z=1—1t gdziet € R; (d) x = -5+ 3y + 2+ 2s,
t= 2z, gdzie y,z,s c R.

B Przykiad 4.16. Dla jakich wartodci parametru p uklad réwnan ma doktadnie
jedno rozwigzanie
z+py+ 2= -p,
z+ y-pz= p
y+ z= 17
Okredlié liczbe rozwigzan uktadu w pozostatych przypadkach.
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Rozwigzanie. Jezell dany uklad jest uktadem Cramera, to ma dokladnie jedno rozwia-
zanie. Dzieje sie tak, o ile

1 p? 1
1 1 —p|=Q0+p - (" -1) =0 +p2 p) #0,
6 1 1
tzm. dla p € R\ {~1,2}. Przypadki p = —1 oraz p = 2 przeanalizujemy rozwiazujac
odpowiedni uktad réwnaf metods eliminacji Gaussa — Jordana. Dla p = —1 mamy
[1 L i}m@:wﬁ[g HHEEE IR
0 1 11

zatem ¢ = 0, y = 1 — 2z, 2 € R, wigc uklad ma nieskoficzenie wiele rozwigzan. Dla
P =2 otrzymujemy

1 4 1] -2 1 4 112 1 4 112
1 1 -2 4 | wy—w; — ] 0 =3 -3 6} we+3ws — | 0 0 09 |,
10 1 1 1 0 1 11 0 1 1]1

W tym przypadku ukiad nie posiada rozwiagzan, bowiem odczytujac drugi wiersz
-ostatniej macierzy w jawnej postaci 0 -z + 0-y + 0.z = 9 uzyskaliémy warunek
Sprzeczuy.

[l Zadanie 4.16. Dla jakich wartodci parametru p uktady réwnan maja doktad-
nie jedno rozwigzanie? Okresli¢ liczby rozwiazah tych ukladéw w pozostatych
przypadkach:

x4+ py — z=1, z+ 4y — 2z = —p,
(a) z+ 10y —6z=p, (b)3z+ by-—pz= 3,
2z — y 4 pz=0; pr+ 3py + z= p.

Odpowiedzi. Uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie, nieskoficzenie wiele rozwiazan lub
teZ nie posiada rozwigzah odpowliednio dla: (a) p € R\ {-5,3}, p =3, p = —5; (b)

8 Przykfad 4.17. W wytwérni montuje si¢ cztery wyroby A, B, C, D 7 trzech
typéw detali a, b, c. Wyroby A, B, C, D wazga odpowiednio 60 g, 60 g, 70 g,
90 g. Obliczy¢, ile wazs poszczegdlne detale, jezeli ich liczba w produkowanych
wyrobach podana jest w tabeli:

A|B{C|D
all 211
plal1]1]2
cl2]1]|3;i4

Rozwigzanie. Niech 1z, y, » oznaczaja odpowiednio wagi w gramach detali g, b, ¢. Dane,
ktérymi dysponujerny w tym zadaniu prowadzs do ukladu réwnaf
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a + 2b + 2c = 60,

26 + b+ ¢ = 60,

@+ b+ 3c =70,

a + 2b + 4e = 90.
Wyznaczenie wag poszczegdlnych detali bedzie mozliwe, gdy rozwazany uklad réwnan
bedzie miat jednoznacsne rozwigzanie. Stosujac metodg eliminacji Gaussa — Jordana

Il

1 2 2|60 r1o2 2| 60 1 2 2| 60
121160 w2—2w1 |0 -3 —3|-60 e 5 | 00 6] =90 w\zfvﬂf
f11370| wow 0 -1 1] 10| ¥ ¥ 7 g1 1| 10| ® Y
12 4[90 Lo 0 2| 30 0 0 2| 30
12 2| 60 100][20
— (01 -1 —10] R O 5}
oo 1| 15 'O 001(15

atem detal a wazy 20 g, detal b 5 g, a detal ¢ 15 g.

Zadanie 4.17. Wykonanie pewnego pojemnika wymaga wykonania czterech
“czynnodel: narysowania formy, Wyc1@(:1a zlozenia modelu i jego pomalowania.
- Liczby poszezegdlnych czynnosci w kolejnych dniach pracy pewnego pracow-
“nika podaje tabela:

rysowanie | wycinanie | skladanie | malowanie
poniedziatek 30 20 10 5
wtorek 20 15 15 10
droda 40 25 20 20
czwartek 30 20 20 20

.::_Obliczyé czas wykonywania poszezegdlnych czynnosci, jezeli w kolejnych dniach
‘lgczny czas pracy wynosit odpowiednio 2 h 10 min, 2 h 15 min, 3 h 55 min,
-3 h 30 min.

‘Odpowiedzi. Czasy poirzebne na narysowanie formy, wyciecie, zloZenie modelu i po-
‘malowanie wynosza, odpowiednio 1 minute, 3 minuty, 2 minuty i 4 minuty.

;:4.5. Wartosci i wektory wtasne macierzy

W Przykiad 4.18. Znalezé wartosci i wektory wlasne podanych macierzy rze-
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Rozwigzanie. Wartod¢ wlasna A € R rzeczywiste] macierzy A stopnia n jest
pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego tej macierzy. Wyznaczamy ja
z warunku det(A — Al) = 0. Wektor wlasny v = (z1,22,...,2,) € R" od-
powiadajacy wartodci wlasnej X jest niezerowym rozwiazaniem jednorodnego
ukladu réwnan

i) 0

(A=X)| ¢+ | =
En 0

(a) Obliczmy najpierw wielomian charakterystyczny macierzy A. Mamy

det(A- D)= L =X 6= (A 2)(A - 3).
Wielomian ten ma dwa rzeczywiste pierwiastki Ay = 2, Ay = 3, ktdre sg war-
tosciami wlasnymi macierzy A. Wektor wlasny vy = (z,y) odpowiadajacy

wartoscl wilasnej A; wyznaczamy z ukladu réwnan
T 2 1 T 0
aoan]2]=] 2 4[2]=[0] =ymcmm ren
Stad vy = (x, —2x), gdzie & € R\ {0}. Podobnie znajdujemy wektor wlasny
v9 = (z,y) odpowiadajacy wartosci Aa:
| T 1y{=z} [0 _
N ) (R —
Zatem vy = {z,—z), gdzie z ¢ R\ {0}.
(b) Tutaj
s =X =3
det(A — AT) — ’ O
Liczba A = 2 jest jedyna wartoécia wlasna (o krotnodci 2) macierzy A. Roz-
wiazujemy uklad réwnan
(A_AI){Z] [g _3} [:;]:[g] — y=ux, gdze z cR.
i otrzymujemy wektor wlasny v = (z,z), z < R\ {0}.

‘ﬁ)\g—4)\+4=(/\—2)2.

(c) W tym przykladzie

det{A— X)) =

2-A =N+ 1.

1
-5 —2-)
Wielomian charakterystyczny nie ma pierwiastkow rzeczywistych, To oznacza,
ze macierz A nie ma rzeczywistych wartosci wiasnych.

(d) Mamy

det(A — AT) =

{= (=12 - N0 +4).
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© Liczby A1 = —4, As = 1, A3 = 2 sg trzema wartoSciami wlasnymi macierzy
. A. Odpowiadajace im wektory wlasne vy, vo, v3 postaci {@,y, z) znajdziemy
. rozwigzujac ponizsze ukiady réwnail:

| v 53 0] [z 0 3
(A-MD)|y|=]06-1||y|=|0 & ==y, z=06y, yER;
5 | 2 ] |00 0] | =] | 0] 5
: ER 03 01 [x] 0]
(A-XxI)|ly|=101-1 y| =10 — y=2z=0, s €R;
| % | 00 —5] | =] | O |
] (13 0= 0
: |z | | 00 -6 z 0

Stad
. . 3
v = (_y!ys Gy) ) U2 — (‘7;1070) » V3 = (3y1y90)v

5
- gdzie z,y € R\ {0}.
" (e) Dla podanej macierzy many
: 2-X 0 1
0 4-Xx 0
—5 0 —-2—-2A
- Jedynym rzeczywistym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, a wigc
. 1 jedyna rzeczywista warto$cig macierzy A jest liczba A = 4. Dla tego A roz-
© wiazujemy uklad réwnan
0
B} [ 0
0

T -20 1 x
(A—)\I)[y]:[OO 0][3;
z -5 0 ~6 z

# Otrzymamy wektor wtasny v = (0,y,0), gdzie y € R\ {0}.

det(A — M) = = (M4+1)(4- ).

— r=2z=0,
yeR.

(f) Wielomian charakterystyczny wa danej macierzy A ma postac
. 1-x 2 3 4

1 2-x 3 4

1 2 3—-X 4

1 2 3 4—A

~ Aby ulatwié sobie obliczenie powyzszego wyznacznika od kazdego wiersza odej-
' mujemy wiersz ostatni, nastepnie do ostatniej kolumny dodamy sume pozo-
“statych. Otrzymamy wtedy

wa(A) = det(A — \I) =

A0 0 A A0 0 0
o A0 X [0 A0 0 |_ s
wa =19 g —x A T|o 0 A o |TTAUON
1 2 3 4-2] |1 2 3 10-2A
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Macierz A ma wige dwie réine wartosci wlasne Ay = 0, Az = 10, przy czym
plerwsza = nich ma krotnodé 3. Wektory wlasne vy, vp postaci (z,y,2,t) im
odpowiadajace znajdziemy z uktadéw réwnan

T 1234 T 0
(A-nD) | Y| = }ggj vl = 8 e oz = Dy—3z—dt, y, ot € R;
y 1234] ¢ lo
T -4 2 3 4 T 0
a-xnY =] 175 2 Y=gl =a-v-—z=tter
¢ 12 3-6|1¢t] 1o

Stad v1 = (—2y — 3z — 44,y, z,t}, prey czym parametry y, z, ¢ nie sg jedno-
cze$nie réwne zeru oraz vo — {x, T, z,z) dla x # 0.

' Zadanie 4.18. Znalesé wartoéci i wektory wiasne podanych macierzy rze-
czywistych:

A ; b AN 5 d) |0 -3 5;
“h 4} ()[_3”2] ()[ 13 ()_0 0 2
I (22922
30 -1 010 2 -1 1
NETRITIE T ER N
- B0 e 2 13 12222

Odpowiedzi. (a) A =3, v = (z,—x) dla z #£ 0; (b) Ay = —1, v1 = (z, —3z) dla £ #0,
Ao = 1, v = (z,—z) dla = # 0; (c) brak rzeczywistych wartodcl wlasnych; (d) Ay =
—3,v1 = (x,~-7z,0) dlaz £ 0, Ag = 2, v2 = (82, 2,2z} dla 2z # 0, A3 = 4, v3 = (z,0,0)
dlaz#0;(e) My =—1,v = (£,0,-2z)dlaz #0, s =1, v3 = (z,0,—2) dla z # 0,
A3 =3, v3 = (0,y,0)dlay £ 0; (f) A =2, v1 = (z,22,0), dla z £ 0, va = (0,0,2)
dla z#£0; (g) M =0, v = (z,z,—z) dlaxz # 0, Ao =2, v2 = (—z,z,2) dlax # 0,
A3 =4, v3 = (z,—x,2) dla x # 0; (h) Ay =0, v1 = (z,y,2,—¢ — y — z) pray czym
parametry x, y, z nie sg jednoczednie réwne zeru, Ag = 7, va = (£,0,3t/2,1) dlat # 0.

B Przyktad 4.19. Wyznaczy¢ wartoéci i wektory whasne podanych macierzy
zespolonych:

. : 010 i—1 2 1
@ s 1] @730 (c>hgﬂ; (d)[ 0 20@3_31]_

Rozwigzanie. Wartodé wlasng A € C zespolonej macierzy A stopnia n wy-
znaczamy z warunku det(A — AI) = 0, za§ odpowiadajacy jej wektor wlasny
bedgey niezerowym rozwigzaniem odpowiedniego ukladu jednorodnego jest tu
elementem przestrzeni C”, tzn. v = (z1,...,2,) € C™.
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5) Mamy

=X\ —2X+10.

det(A—,\I):‘l_)‘ -1

9 1-2X
‘Wielomian charakterystyczny ma dwie wartoéci wlasne Ay = 1—3¢, Ay = 1+3d.
7najdziemy teraz wektory wlasne odpowiadajace wartosciom whasnym Aq, Ag.
Mamy

won[5]- [ 2] [3][2) s vmi e
(A_AZI){;Z] = [_3; :31] tﬂ = [8] — y=—3iz, zcC.

‘Wektory wlasne v, ve, odpowiadajace kolejnym wartosciom wlasnym, maja
postaé v1 = (2, 3iz), va = (@, —3ix), gdzie z € C\ {0}

‘(b) W tym przykladzie

det(A4=AT) = phimA L
Wartodci wlasne Ay = 1, Ay — 3 macierzy A sa tu liczbami rzeczywistymi.
Rozwiazujemy teraz ukiad réwnan

(A—)\J)[i] - P;i 11%.} [ﬂ - [8] s y= (1+i)e, z€C,

x] [1-i 1 ][z]_T0 .

woan[7] =[50 ] [E]-[S] e vmmom e
Stad wynika, ze v1 = (z,—(1 + @)z}, vo = (z, (1 — i)z), gdzie x € C\ {0}.

(c) Latwo sprawdzié, ze det(A — Al) = 1 — A3, Warto$ciami wlasnymi ma-
cierzy A sg zespolone pierwiastki stopnia 3 z jednosci, tzn. liczby A = 1,
he = (—1+4iv3}/2, A3 = (—=1-14V3)/2. Z odpowiednich uktadéw réwnad znaj-
dujemy odpowiadajace im wektory wlasne v = (2,2, z), v2 = (A2z, —Aaz, z),
vs = (\3z, — Aoz, z), gdzie z,z € C\ {0}.

(d) Podana macierz jest tréjkatna i jej dwie wartoscl wiasne Ap = i—1, A =2
znajduja si¢ na gléwnej przekatne], przy czym A; wystepuje dwukrotnie. Ana-
liza ukiadu réwnan

x o 2 1 T 0
A I —lo1+i3 ~lo zeC,
( 1)[5} [0 0 UHQ [owa}{y:”“

prowadzi do wniosku, ze v; = (z,0,0), gdzie z € C\{0}. Podobnie znajdujemy
wektor wlasny vs dla wartoéci wlasnej s otrzymujac vy = (x, (1 +14)z/2,0),
gdzie z € C\ {0}.

=22 4N +3=(A-1)(r-3).

[ Zadanie 4.19. Wyznaczyé wartoéci i wektory wlasne podanych macierzy
zespolonych:
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. -3 010
w| 11 o[ @ ool
-10 3

6 0 0 Qi i 0 2
(@) |4 442 0(; (@ |111|; ]| 04 of.
i 1 5 222 20 —i

Odpowiedzi. {(a} A = 1 — 2i, vy = (2yi,u), Ao = A = 1+ 28, o = 01 = (—2yi,v)
dlay£0; (b)) My =0, vy = (z,8x), p =2, v ={(g,—ix)dlaz £ & {(c) yy =1,
v = (0,5,0) dlay £ 0, Ay =4, va = ((3—1)2,0,2), A3 = —i, v3 = ((3+14)2,0,2) dla
2#0;(d) M =51, 01 =(0,0,2)dla 2 #£0, Ay =64, vo = (1 — )y, y, —y) dla y # 0,
A3 =442, w3 =(0,(d—3i)z,z) dla z # 0; (&) Ay =0, v = (z,y, — — ) przy czym
x, y nie s jednoczednie réwne zeru, e = 3+ 4, vz = {fy,y, 2y) dla y £ 0; {f) A =4,
v;=(0,y,0) dlay#0, Ag = —3i, vg=(2,0,4z) dla x # 0, A3 =4, v3 = (i2,0,z} dla
z# 0.




Geometria analityczna
W przestrzeni

5.1. Wektory i iloczyn skalarny

M Przykfad 5.1. Obliczyé¢ dlugodcei wektordw:

(a) @ = (1, V3, \/5) . (b) PQ, gdzie P = (1,2,3), Q = (4,6,15).
Roziuiqzanie.

(a) Dlugos¢ wektora v = (x,y, z) wyraza sie wzorem |v| = /&% + y? + »2. Zatem
2 2
la| = \/12+ (—v3) +(v5) =vi=s.

Y
(b) Dlugosé wektora AB lagczacego punkty A = (x3,y1,21), B = (22,42, 72) wyraza
gig wzorem

—
AB] = /(22 — 20> + (g — 9) o+ (22— 22)".
Zatem

PG| = \/(4—1)2+(672)2+(1543)2 — /169 = 13.
O Zadanie 5.1. Obliczy¢ dlugosci welctorow:
(a) a=(3,—4,12)  (b) b=(v3,-v5,2v2);
(c) ¢ = (pcosyp, psin, k), gdzie p = 0 oraz @, h € R;
(d) d = (pcos@cosy, psinpcos i, psiny), gdzie p > 0 oraz ¢, € R.

Odpowiedzi. (a) 13; (b) 4; (¢} /0? + h?%; (d) 0.

® Przyktad 5.2. Réwnoleglodcian jest rozpiety
na wektorach a, b, e. Wyrazié¢ przekatne réw-
noleglodcianu przez wektory a, b, c.

Rozwigzanie. Niech
— — — sy
wu=BH, v=FEC, w=AG i z=DF
oznaczaja przekatne réwnolegloscianu rozpietego
na wektorach a, b, ¢ (rys.).

107
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Aby nie zaciemniaé rysunku zaznaczono na nim tylko dwie przekatne u i v. Z faktu,
. ze tamana ABH E A jest zamknieta wynika rownoé¢ a+uw =c+b,stad u = c+b—a.
Podobnie z faktu, ze lamnana ABCF A jest zamknigta wynika réwnoéé a +b = ¢+ v,
stad v = a + b— c. Z analogicznych rozwazai wynika, Ze trzecia przekatna w wyraza
sig wzorem w = a + b+ ¢, za8 czwarta z =a — b+ c.

[0 Zadanie 5.2. Wektory a, b tworza dwa sasiednie boki tréjkata. Wyrazié
grodkowe tego tréjkata przez wektory a, b.

Odpowiedzi. {a +b) /2, a/2 - b, b/2 — a.

B Przyktad 5.3. Obliczyé iloczyny skalarne par wektordw:
(a) a = (-1,5,2), b={(3,0,7); b)u=i—j+k, v=23i—2k

Rozwigzanie.
(2) Tloczyn skalarny wektoréw a = (21,11, 21), b = (x2, y2, 22) obliczamy ze wzoru

aob=z1Ts+ y1y2 + #122.
Zatem
acb=(-1,52)0(3,0,7)=(-1)-3+5-0+2.7=1L

(b) W rozwiazaniu wykorzystamy wlasnoéci iloczynu skalarnego wektoréw oraz fakt,
%e wersory ¢, j, k sa parami prostopadle, tzn. spelniaja réwnodci: iof = jo k =
k oi = 0.Zatem
wowv = {t—j+k)o (3i—2k)

=3(ici)~2(iok)-3{(jod) +2(jok)+3(koi)—2(kok)=3-2=1

Uwaga. Przyklad {b) mozna oczywidcie obliczy¢ tak jak (a) zapisujac w = (1,—1, 1),
v =(3,0,-2).

[ Zadanie 5.3. Obliczy¢ iloczyny skalarne par wektoréw:

(a) a=(1,-2,5), b=(3,-1,0); (b) u=3t—2k, v=—i+3j+Tk;
(c)x=p+2¢9g—r,y=3p—q+ 2r, gdzic p, q, v sa wersorami parami
prostopadiymi.

Odpowiedzi. (a) 5; {(b) —17; {c) —1.

B Przyktad 5.4. Korzystajac z iloczynu skalarnego obliczyé miary katéw mie-
dzy:

(a) wektorami a = (1, V2, 3) , b= (0, -2, 1) :

(b) wektorem u = (4, —12, 3) i plaszczyzna Oz ukladu wspdlrzednych;

(¢) przekatnymi §cian prostopadioécianu o krawedziach a = 5,6 =6, ¢ = 7,
wychodzacymi z jednego wierzchotka;

(d*) scianami czworoscianu foremnego.
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Rozwiazanie. Miara kata miedzy wektorami niezerowymi a i b wyraza sie¢ wzorem

aoh
_; jal - 1B]°

(a) Dla wektoréw a = {1,v/2,3) i b= (0, -v/2,1) mamy

(1? \/53 3) © (07 _\/51 1)
9 2

V124 (V) 482 Jor 4 (—vB) 1
{(b) Zauwazmy najpierw, ze miara kata miedzy wektorem i plaszczyzng jest rowna
. mierze kata miedzy tym wektorem i jego rzutem prostokatnym na t¢ plaszezyzne. Rzut
. prostokatny wektora w = (4,—12,3) na plaszezyzne Oz ma postaé v’ = (4,0, 3).
- Zatem

J{a,b) = arccos

4 (a,b) = arccos = arccos —.

(4,-12,3) © (4,0,3)

o = (u,u’) = arccos = arc cos —.
s V02432 /42 +(-12)2 + 32 13
(c) Sytuacje omawiang w zadaniu przedsta-
wiono na rysunku ponizej. Poczatek uktadu z

. wepéhrzednych umieszezono w jednym z wierz-
¢ cholkéw prostopadiodcianu, a osie pokrywaja

© sig z jego krawedziami. Wektory u, v i w roz- w
: pinajace ten prostopadlodcian majg wtedy po- [
stac: q

u = (a,0,0} = (5,0,0), r
v=(0,5,0) = (0,6,0),
w=(0,0,¢} = (0,0,7}.
. Przekatne é&cian prostopadioscianm wycho- -~

dzace z poczatku ukladu wspolrzednych sa re-
| prezentowane przez wektory:

_ p=u+v=1(560), g=v+w=1(0,6"7), r=u+w=(507).
: Miary katéw miedzy tymi przekatnymi wyrazajg sie wzorami:

\//e

pog (5,6,0)0{0,6,7) 36
,g) == Arccos — — - = arccos = 0 ,
.9 pl- gl N B R VST
por (5,6,0)0(5,0,7) 25
,T) = arc cos —-—w—w- = aTC COS = arc cos .
) ol 7] NCEN VIR NZET
0,6
d(g,r) = arccos °r 0,670 (50.7) = arccos 19

=)
i)
(=]
o

= arc cos
gl - |7 V62 +72.4/52 472
{(d*) Niech wersory u, v, w wychodzgce z jednego punktu rozpinaja ceworodcian
foremny. Poniewas wersory te tworzg parami kat 7/3, wiec

71“ 1
= — 1 . 1 _ = =,
UBov |fu,]|v|cos3 5= 3
Podobnie u o w = 1/2 oraz w o v = 1/2. Niech p, ¢ beda wektorami, ktére tworza

kat v miedzy $cianami czworodcianu (rysunek). Wtedy
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1 1
w:w2—u+q oraz 'v:~2~u+p.

Stad otrzymamy

1
p=v-gu, g=w-=gu.

2

Wryznaczymy teraz diugodé wektora p. Mamy

Ip|? = pop= (’v%u) o (v%u)

~ l?+ Jluf® —uov
g, Llo1_3
h 4 2 4
Oczywiscie lg| = |p|. Do dalszych obliczen bedzie nam potrzebny iloczyn skalarny
poq. Mamy
: 1
poqg = ('v au) (wu) =vow—=vou— _—uowWw+ -Uou

1 1 1 1 1

T9TiTitiTT
Przechodzimy do wyznaczenia cosinusa kata miedzy scianami. Mamy

1

5

pog  pogq _
fpllgl  Iplipl

08y =

IS RJUIING

Zatem ¢ = arccos(1/3).
[1 Zadanie 5.4. Korzystajac z iloczynu skalarnego obliczyé miary katéw miedzy:
(a) wektorami a = (—3,0,4), b= (0,1, -2);

(b} dwusiecznymi katéw utworzonych przez osie Oz, Oy oraz esie Oy, Oz
uktadu Oxyz;

(c} przekatnymi réwnolegltodcianu rozpietego na wektorach u = (1,2,3), v =
(_17 0, 2)9 w = (3a L 5)5

(d) sasiednimi $cianami o§mioécianu foremnego.

Odpowiedzi. (a) arccos (—8\/5/25); (b) n/3; {c) @1 = arceos (20/ (3\/@)), ipg =
ATC COS (6\/?/\/29 ) (3 = arc cos (13/ (3\/m_)) (d) n/2.

5.2. Hoczyn wektorowy i mieszany

B Przyktad 5.5. Obliczyé ilocayny wektorowe par wektoréw:
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‘Rozwigzanie. .
(a) Do obliczenia iloczynu wektorowego wektordw a = {x1,941,21} 1 b = (29, Y2, 22)
wykorzystamy wzor

i. 7 k
axb=z1 1 =
a2 Y2 22
Zatem
i 5 k
axb=1{-1,3,2)x(-1,2,-5)=|-13 2
—12 -5

=iB3-(-5)-2-21-5[(-1) (-5 = (-1 2+ k[(-1)- 2 - (-1)-3]
= —10i—7j + k= {(—19,-7,1).
(b) W rozwigzaniu wykorzystamy wlasnoéci iloczynu wektorowego
(1) (wtv)xw=uxwtvxw, (2) wx(vdw)=uxviuxw,
(3) (ow) xv=1ux(av)=aluxv)
oraz réwnosci:
() ixj=k jxk=i kxi=j, ixi=jxj=kxk=0
Mamy
pxq = (2j+k)x{i—3j+3k)
27 % (i—2j+3k)+Ekx(i—j-+3k)
29 x (i —J)+2)x3k+kx(i—j)+kx3k

—~
—
—

—
[v]
—

o~
v
~—

I

W xi—29x7+2fx3k+EkExi—kxj+kx3k
20 xi)—2(FxH+6(Fxk)+{kxi)—{(kx7)+3{kxk)

2k —04+6i4+j+i+0="Ti|j 2k
Uwaga. Hloczyn wektorowy z przykladu (b) mozna obliczyé sposobem przedstawionym
w (a) po zapisaniu p = (0,2,1), ¢ = {1,~1,3).

—
]
P

—
=y
—

© [0 Zadanie 5.5. Obliczy¢ iloczyny wektorowe par wektordw:

{a) a =(-3,2,0), b=1(1,5,-2); (b)u=2i-3k, v=11+7 4k,
(c)x=2p+q+r, y=p-+3q+4r, gdzie p, ¢, r sa parami prostopadtymi
wersorami o orientacji zgodnej z orientacja ukltadu wspétrzednych.
Odpowiedzi. (a) {—4, —6,—17); (b) 3¢ + 57 + 2k; (c) p — 7g + 5.

B Przyktad 5.6. Obliczy¢:

(a) pole tréjkata T rozpigtego na wektorach a = (1,—1,1), b = (0,3, —2);

(b) pole réwnolegloboku R o wierzcholkach 4 = (1,0,1), B = (3,-1,5),
C=(-1,5,0);

{c) wysokosé tréjkata T o wierzcholkach A = (1,0,-1), b = (0,2,5), ¢ =




112 Rozdziat 5. Geometria analityczna w przestrzeni

(—3,1,2) opuszczong z wierzchotka C;
(d) pole powierzchni réwnoleglodcianu R rozpietego na wektorach p, g, r.

Rozwigzanie. W rozwiazaniu wykorzystamy wzdr na pole réwnolegtoboku R rozpietega
na wekiorach a, b :

pole (R) = [a x b|.
(a) Poniewaz pole trajkata T rozpietego na wektorach a, b jest réwne polowie pola
rownolegloboku rozpietego na tych wektorach, wiec

pole (T) = - pole (R) = Sla x bl = £ 1(1,~1,1) x (0,3, ~2)]

2
iog ok 1 Vid
B T B N TV S I PRI &)
2 3 —2 2 2

(b) Réwnoleglobok R o wierzcholkach
A= (1:011)1 B = (39_175)1 C = (_1:510)
jest rozpiety na wektorach:
ey I
BA=(-2,1,—-4), BC =(-4,6,-5),
zatem jego pole wyraza sie wzorem

pole (R} = IB—>A><B—>CII| -

oI P Y
|
s

[N oY

= |19% + 65 — 8k]
= /192 + 62 + (—8)2 = V461.

{c) Tréjkat T jest rogpiety na wektorach a = AB — (-1,2,6), b = AC = {~4,1,3),
wige korzystajac ze wzoru podanego w (a) mamy

1 i
pole (T) = Eia x bl = §|(71,2,6) x (—4,1,3)]

i ik
-1246
-4 1 3
7 drugiej strony pole tego tréjkata wyraza sie wzorem

pole (T) = %-hc-- |A#],

1 1 . 25
'2"| l—§|*243+7ki—?v

gdzie ho oznacza wysokodd tréjkata opuszezong 7 wierzchotka €. Poniewaz JAR| =

[(—1,2,6)] = +/(—1)2 + 22 + 62 = V41, wiec

2. pole {IN 25 25
ho = = =

41.

[AB| 41 41
(d) Powierzchnia réwnolegloscianu R rozpietego na wektorach p, g, r skiada sie =z
dwoch réwnoleglobokéw rozpietych na wektorach p, g, z dwdch réwnoleglobokdw
rozpietych na wektorach p, r oraz dwéch réwnolegiobokdw rozpietych na wektorach
g, r. Pole tej powierzchni bedzie zatem réwne




52 lloczyn wektorowy i mieszany

pole () =2(lpxq| +|pxr|+|gxri]).
[] Zadanie 5.6. Obliczy¢:

0,1,5) opuszczong z wierzchotka C;
d} pole powierzchni czworoicianu rozpigtego na wektorach u, v, w.

Odpowiedzi. (a) v/285; (b) v/61; (c) V14910/35;
() (Juxv| + v X w|+ |w X ul + | {u—v) x (w—v)])/2.

- H Przykiad 5.7. Obliczy¢ iloczyny mieszane trojek wektoréw:
(3’) a = (37*2:5% bﬂ(l,—l,:’)), c= (_'2':271);
(b) Pt4q, 2p -4, 7 Jeﬁeh (pa q, T) =3.

Rozwigzanie.

—

w = (x3,Ys, z3) wykorzystamy wadr

Tl YL 21
(w,v,w)=| T2 Y2 %
: T3 Yz 43
- Dla wektoréw a = (3,-2,5), b= (1,-1,3), c= (—2,2,1) mamy
: 3 -2 5, 0 1 —4
wew=| 38| =] g

¢ (b) W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujace wtasnodci lloczynu mieszanego
(1) (wtwv,w,r)={uwr)t(vwr),

2) (eu,v,w) = {u,av,w) = (u,v,0w) = o (u,v,w),

3) (u,v,w)=—(v,u,w), 4) (uw,u,v)=0.

- Mamy

—
—

(p+q,2p—q,7) = (p.2p—q,7)+(g,2p—q,T)

—
=
—

(pv 2p? T) - (p: (LT) + (q: 2pa T) o (q7 q, T)
2(p.p,r)— (pg,r) +2(a,p,7) — (¢, 4,7)

—
[~
—

I

—
A=
L

—(p.q,7) +2{(q,p,7)
-(par)-2mar)

= —3(p,g,r)=3-{-3)=—-9.

O Zadanie 5.7. Obliczyé iloczyny mieszane tréjek wektordw:
(@) a = (—3,2,1), b= (0,1, 5), ¢ = (2,3,—4);
b)u=1i+j, v=24—-3+k, w=—1125 — bk.

—
o
—

ey

(a) pole réwnolegtoboku rozpigtego na wektorach a = (1,2,3), b=(0,—-2,5);
(b) pole tréjkata o wierzcholkach A = (1,-1,3), B = (0,2,-3), C ={2,2,1)
(c) wysoko$¢ trojkata o wierzchotkach A = (1,1,1), B = (2,6,-2), C =
(
(

a) Do obliczenia iloczynu mieszanego wektoréw w = (x1,y1,21), v = (22, Y2, 22),
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Odpowiedzi. (a) —55; (b) 22.

& Przyktad 5.8. Obliczyé:

(a) objetoséé réwnoleglogciamu R o wierzchotkach A, B, C, D, A', B, ', I/,
gdzie A = (1,0,3), B=(1,2,0}, D= (3,0,4), A" = (0,—1, 3);

(b) objeto§é czworoscianu W rozpietego na wektorach p = (1,1,1), ¢ =
(17 -1, O): r = (_1: 3, —2);

(c) wysokodé czworoscianu W o wierzchotkach A = (1, 1,1}, B = (0,2,0),
C=(2,2,2), D={(-2,3,1) opuszczona z wierzchotka D.

Rozwigzanie.
{a} Objetosdé réwnoleglodeianu R rozpigtego na wek-
torach a, b, ¢ wyraza sie wzorem

. objeto&é (R) = |(a, b, e)].
Rownoleglogcian rozwazany w zadaniu jest rozpiety
na wektorach

— — —
AB = (0,2,-3), AD = (2,0,1), AA" = (~1,-1,0),
zatem jego objetos¢ wyraza sig wzorem
— s ——

objetosé (R) = ’ (AB, AD, AA)

0 2-3
= |det [ 2 0 11 | = 4.

0

-1 -1

(b} Objetos¢ czworodcianu W rozpietego na
wektorach p, g, © jest réwna 1/6 objetosci réwno-
leglodeianu I rozpietego na tych wektorach. Zatem
WYTaza $i¢ wzorent

o 1. 1
objgtosé (W) = & objetosé (R) = & [(p, ¢, )|

Czworoécian rozwazany w zadaniu jest rozpiety na
wektorach

p={(1,1,1}, g=(1,-1,0), » = (—1,3,—2).
Zatem

1 1 1 1
objetodé (W) = ~!det 1 -1 0 }]=1L
6 -1 3 -2
(¢) Do wyznaczenia wysokosci hp czworoscianu W opuszezonej z wierzchotka D wy-
korzystamy wazor
1
objetodé (W) = 3 pole (T) - hp,

gdzie T jest trojkatem o wierzchotkach A, B, €. Czworodcian W jest rozpiety na
—— — L

wektorach AB = (—1,3,-1), AC = (1,3,1), AD = (—3,4,0). Objetodé tego caworc-

gcianu obliczymy korzystajac ze wzoru z podpunktu (b). Mamy
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. li/— — —— 1 —L3 -l
objetosc (W) — ¢ !(AB,AC,AD)] =cldet| 13 1f[=3
-34 0
7 kolei pole tréjkata T wyznaczymy ze wzoru podanego w podpunkcie {a) Przykfadu

— — 1
pole (T) = 51 (4B, AC) | = 1(-1,3,~1) x (1,3, 1)
R
T 1.
=5l[-13 -1 |:§|6@—6k|=3\/§.
13 1

Zatem
3objetosé (W) 9 3 3v2

o= e ) e VB 2

[1 Zadanie 5.8. Obliczyé:
(a) objetodé réwnolegloscianu rozpigtego na wektorach a = (0,0,1), b =

(=1,2,3), = (2,5, -1);

(b ) objetoéé czworoécianu o wierzchotkach A = (1,1,1), B = (1,2,3), C =
( 1 1)7 _( 1,3, 5)

(c) wysokosc czworodcianu o wieracholkach P = (0,0,1), @ = (1,2,3), R =
(—2,5,6), S = {3, —2,1) opuszczong z wierzchotka S,

(d*) objetoéé réwnoleglodcianu o przekatnych u, v, w.

Odpowiedzi. {a) 9; (b) 2; (¢) V2/2; (d*) |(v —w,u —w,u + v)| /8 = |(u,v,w)| /4.

B Przykiad 5.9. Sprawdzié, czy

- (a) wektory @ = (1,-1,2), b= (0,4, -1}, ¢ (2 2,3) sg wspdiplaszezyznowe;
- (b) punkty P = (1,1,1), @ = (0,1,2), R = (~1,3,0), § = (5,0, ~4) nalezg do
jednej plaszczyzny.

Rozwiazanie.

W rozwigzaniu wykorzystanmy fakt méwiacy, ze wektory a, b, ¢ s wspdiplaszczyznowe
wtedy i tytko wtedy, gdy (a, b, ¢) = 0.

(a) Dla wektoréw a = (1,—1,2), b= (0,4, -1}, ¢ = (2, 2,3) mamy

1 -1 2
(a,b,c)— |0 4 -1 =0
2 2 3

Wektory a, b, ¢ sa zatem wepdlplaszezyznowe.
(b) Punkty P,Q, R, S naleza do jednej ptaszezyzny wtedy i tylko wtedy, gdy wektory

PQ7 PR PS sg wspolplaszeayznowe. Dla punktéw P = (1,1,1), @ = (0,1,2), R =
(~1,3,0), § = (5,0, —4), mamy

SR
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— — —
PO = (~1,0,1), PR = (=2,2,~1}, PS = (4,—1,-5).

Obliczajac iloczyn mieszany tych wektoréow otrzymamy

— 3 — —1 0 t
(PQ,PR,PS)=| 2 2 —1|=5
4 -1 -5

Poniewa? iloczyn jest rézny od zera, wige punkty P, @, R, S nie nalezg do jeduej
plaszezyzny.

O Zadanie 5.9. Sprawdzié, czy

(a) wektory @ = (—1,3,-5),b = (1,—1,1),c = (4,-2,0) sa wspéiplaszczyz-
nowe; _

(b) punkty P = (0,0,0), @ = (-1,2,3), R = (2,3,—4), § = (2,-1,5) sa
wspdtplaszezyznowe.

Odpowiedzi. (a) tak; {b) nie.

5.3. Réwnania ptaszczyzny

B Przyktad 5.10. Napisaé réwnania ogdlne i parametryczne plaszezyzny, ktora
spelnia warunki:

(a) przechodzi przez punkt P = (0,1,—3) i jest prostopadla do wektora n =
{(—2,3,-5);

(b) przechodzi przez punkty Py = (1,1,1), P» = (=1,0,1), P5 = (5,6,7};

(¢) przechodzi przez punkty P; = (0,1,0), P2 = (3,0,0) i jest prostopadla do
plaszezyzny zOy;

(d) przechodzi przez punkt P = (0,1,0) i jest réwnolegla do wektoréw a =
(_17 37 0)1 b= (3: 1: _5)5

(e) przechodzi przez punkt P = (—1,4,1) i jest réwnolegla do plaszczyzny
o x—y+6z—12=0;

(f) prezechodzi przez punkt P = (2,3,—6) i jest prostopadia do plaszczyzn
mixty+z—b=0,m:z—y+2=0

(g) zawiera prosta I : o = 1—¢,y =2+ 3t, z = 4 — 2, gdzie t € R 1 jest
prostopadla do plaszezyzny 7@ x + 2y + 3z — 12 = 0

(h*) jest dwusieczna kata dwudciennego utworzonego przez plaszczyzny my :
z—y+z=0m:5x+y —2+24=0.

Rozwigzanie. W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujace fakty:

Réwnanie plaszezyzny 7 przechodzacej przez punkt Fy = (2o, %o, %0) © wektorze wo-
dzacym rq i prostopadlej do wektora n = (A, B, ') ma postaé
w:(r—rg)oen=>0,

gdzie r = (z,7, z) jest promieniemn wodzacym punkiu tej plaszczyzny. Wektor n na-
zywamy wektorem normalnym tej plaszczyzny. W formie rozwinigtej réwnanie plasy-
czyzmy 7 przyjmuje postad
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w: Alx—20)+By— ) +C(z—z) =0
Powyisze zaleznosel nazy wanly réwnaniami normalnymi plaszezyzny.
7 kolei réwnanie postaci

7 Ar+By+Cz+D =40,
gdzie |Al+ |B| +|C| > 0 nazywamy réwnaniem ogdlnym plaszezyzny. Plaszezyzna ta
ma wektor normalny n = (4, B,C).
' Rownanie plaszezyzny przechodzacej przez punkt Py = (2o, yo, Zo) 0 wektorze wodza-
“cym 7o 1 rozpigtej na niewspoiliniowych wektorach u = {a1,bi,c1), v = (aa,b2,c2)
- ma. postaé '
' T =rp+sutiv(s,tcR),
' gdzie T = (z,%, 2) jest promieniem wodzacym punktu tej plaszezyzny. Po rozpisaniu
na wspoélrzedue réwnanie to przyjmuje postaé

T = Tg + @18 4+ agt,

T {y = yp + bis + bat, (s,t€R).

2= zop + 15 + oot
Powyzsze zaleznoéel nazywamy réwnaniami parametrycziymi ptaszczyzny .
(a) Réwnanic normalne plaszezyzny m rozwazanej w zadaniu ma postad

7 (x—0,y—1,2+3)0(-2,3,-5)=0,
stad otrzymamy réwnanie ogolne
—2x+3y—5z—18=0.
W réwnaniu parametrycznym plaszczyzny wystepuja dwa niewspotliniowe wektory
rozpinajace te plaszezyzne. Wektory te sg prostopadie do wektora normalnego n.
Takimi niewspétiniowymi wektorami sg np. u = (3,2,0) oraz v = (0,5,3). Rzeczy-
wiécie, mamy u o = 0 oraz v o n = (. Réwnanie parametryczne plaszczyzny (wr
postaci wektorowej} ma zatem postac
7 (z,y,2) = (0,1,-3)+ s(3,2,0) + £(0,5,3) (s, € R),

stad otrzymamy

T = 3s,
7 {y— 1+2s +5¢t, (s,tcR).
z=—3 +3t
(b) Plaszczyzna 7 przechodzaca przez punkty Py = (1,1,1}, P, = (-1,0,1), Py =
— RSN
(5,6,7) jest réwnolegta do wektoréw PPy = (=2,-1,0}, PiP; = (4,5,6). Wekior
normalny n tej plaszezyzny ma zatem postaé

n— PP x PPy =(~2,-1,0) x (4,5,6) = | -2 —1 0| = —6i + 12j — 6k.
4 56
Wektor normalny 1 mozna skrécié np. do wektora (1,—2,1). Réwnanie normalne

plaszezyzny 7 ma wige postad
7:(r—lLy—1lz—1)0(1,-2,1}=0,
stad réwnanie ogélne dane jest wzorem '
mix—2y4+z2=0."
Przechodzimy teraz do réwnania parametrycznego plaszczyzny . Plaszczyzna ta
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przechodzi przez punkt ) == (1,1,1) 1 jest rozpieta na wektorach l—:’;ﬁ; ={-2,-1,0)
: ITP; = (4,5,6), zatem

7 (z,9,2) = (1,1,1) + s(—2,-1,0) + £(4,5,6) {(s,t € R),
stad otrzymamy

)

y=1— s+5, (s,fcR)
z=1 + 6t
(c) Poniewaz plaszczyzna m rozwazana w zadaniu jest prostopadia do plaszczyzny
2Oy, wice jest réwnolegla do osi Oz. Jest zatem rédwnolegla np. do wektora v =
—
(0,0,1). Ponadto plaszezyzna = jest réwnolegla do wektora PP, = (3, —1,0). Wek-
tor normalny tej plaszezyzny wyraza sie zatem wzorem

Cfx=1—2s+4t,

_ ., i Fk
n=vx PP =0 01|=i4+35.
3-10

Réwnanie normalne plaszezyzny m ma postad
m:{x—0,y—1,2—0)={1,3,0) =0,
sf@d roéwnanie ogolne dane jest wzorem
m:x+3y—3=0.

Poniewaz plaszczyzna 7 praechodzi przez punkt Py = (0, 1,0) oraz jest réwnolegla do
wektoréw v = (1,0, 1}, ﬁmﬁ; = (3,—1,0), wiec jej rOwnanie parametryczne ma postaé
7 (z,y,2) = (0,1,0) + 5(0,0,1} + (3, —1,0) {s,t € R),

stad

x=3t,
e {y—lt, (s,t €R).

=35

{d) Wektor normainy plaszezyzny 7 rozwazanej w zadaniu ma postaé

ik
n=axb=(-1,3,01x(3,1,-5)=|—-13 0=—-18—5j — 10k.
31 -5

Dla uproszezenia dalszych obliczen wektor normalny mozna skrécié np. do wektora
n = (3,1, 2). Réwnanie normalne ptaszczyzny = ma postaé
7w (x~0,y—1,2—0)0(3,1,2)=0,
stad réwnanie ogélne dane jest wzorem
Tm:3r+y+2z—1=0.
Poniewaz plaszezyzna m przechodszi przez punkt P = (0,1,0) i jest réwnolegla do
wektorow a = (—1,3,0}, b = (3,1, —5), wiec jej réwnanie parametryczne przyjmuje
postaé
7 (z,,2) =(0,1,0) +s(—1,3,0) + £(3,1,-5) {s,t € R},
stad po rozpisaniu na wspdlrzedne otrzyramy

rT= — s+3t -
mrey=1+3s+ {, (s, &R}

z= - Bt
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(e} Poniewaz plaszczyzna m rozwazana w zadaniu jest réwnolegla do plaszczyzny
m o ¢ —1y+6z—12 = 0, wiec jej wektor normalny n jest taki sam jak wektor
normalny plaszezyzny my. Zatem n — (1, —1,6). Ponlewaz plaszczyzna 7 przechodzi
przez punkt P = (—1,4,1) t ma wektor normalny n = (1, -1, 6), wiec jej réwnanie
_normalne ma postaé
m:(z+1y—4,2—1)0(1,~1,6;=0,
gtad rozwiazanie ogdlne dane jest wzorem
w:x—y+6z—1=0.
Znajdziemy teraz dwa niewspdiliniowe wektory w, v, ktére sa réwnolegle do szu-
kanej plaszezyzny w. Ponlewaz plaszeszyzny 71 1 7 sg rdéwnolegle, wige wektory u,
v musza hyé prostopadle do wektora normalnego plaszezyzny i, tj. do wektora
ny = (1,—1,6). Takimi wektorami sg np. © = (1,1,0) oraz v = (0,6,1). Rzeczy-
wicie mamy % ¢ n; = 0 oraz v o n; = 0. Poniewas plaszczyzna w przechodzi przez
punkt P = (—1,4,1) oraz jest réwnolegta do wektoréw u i v, wigc jej rownanie para-
metryczne (wektorowe) ma postadé
i (@Y, 2) = (~1,4,1) +8(1,1,0) + £(0,6,1) (s, € R),
stad po rozpisaniu na wspélrzedne otrzymamy

z= 1 4t

{f) Poniewaz szukana plaszczyzna m ma by¢ prostopadta do plaszezyzn 7t z 4y +
z2—5=0,m x—y-+2 =10, wiec jej wektor normalny 7 powinien by¢ prostopadly
do wektora normalnego ny — (1,1,1) plaszczyzny m oraz do wektora normalnego
ny = (1, —1,0) plaszczyzny mo. Wektor prostopadly do wektoréw n, i ny ma postaé

r=—1-+s,
W:{y— 4+ s+6t, (s,teR).

i Jk
n=n; xne={1,1,0x{1,-1,0)=|1 1 1i=i+j-2k
1 -10

Poniewas plaszczyzna 7 przechodzi przez punkt P = (2,3, —6) i ma wektor normalny
n = (1,1, —2), wiec jej réwnanie normalne ma postaé
T (x—2,9y—3,z+60(1,1,-2)=0,

stad rdwnanie ogdlne dane jest wzorem

w:r4+y—2z—17=0.
Znajdziemy teraz dwa niewspélliniowe wektory u 1 v, ktére rozpinaja szukang plasz-
czyzne 7. Wektory w i v musza by¢ prostopadle do wektora normalnegon = (1,1, —2)
tej plaszczyzny. Takimi niewspéliniowymi wektorami sa np. u = (1,—1,0) oraz
v = (0,2,1). Rzeczywidcie w on = 0 oraz v on = 0. Poniewaz plaszczyzna m prze-
chodzi przez punkt P = (2,3, —6) i jest rozpieta przez wektory u = (1, —1,0) oraz
v = (0,2,1), wige jei réwnanie parametryczne (wektorowe) ma. postaé

m: {x,y,2) = (2,3, -6) +s(1,—1,0) + ¢(0,2,1) (5t eR),

stad otrzymamy

r= 243,
W:{y: 3— s+2t, (s,teR)

z=—8 + 1
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(g) Podamy réwnanie parametryczne sgukanej plaszezyzny. Jednym z wekiorow roz.-
pinajacych te plaszczyzne jest wektor kierunkowy prostej . Zatem w = (—1,3, —2).
Drugim wektorem rozpinajacym te plaszczyzue jest wektor normalny plaszezyzny
Zatem v = (1,2, 3). Potrzebny jest jeszcze punkt P, przez ktéry przechodzi szukana
plaszezyzna. Mozna za niego przyjaé miejsce przeciecia prostej [ i plaszezyzny m, czyli
Py = N w. Zatem roswiazujac uklad rownai

r=1—t,
y =2+ 3¢,
z=4—2t

c+2y+3z2—-12=10,
otrzymamy Py = (—4, 17, —6). Roéwnanie parametryczne szukanej plaszezyzny ma po-
stacd

y= 17+3s+2t, (s,t€R).
z=—6—254 3t

(h*} Niech n i ng oznaczaja wektory normalne odpowiednio plaszezyzn my i ma (rys.).
Zatem nq = (1,—1,1) oraz ny = (5,1, —1). Poniewaz plaszczyzna dwusieczna kata
dwusciennego utworzonego przez plaszezyzny 11 1 7o (oznaczona na rysunkn przez ),
tworzy jednakowe katy dwusdcienne z plaszezyznami mp i wg, wiec wektor normalny n
tej plaszezyzny jest dwusieczna kata utworzonego przez wektory normalne g 1 720,

{xxél s+ t,

Jezeli aq, ag 83 wersoranni, to wektor postaci v = a1 +a2 leiy w plaszezyénie przez nie
wyznaczonej i tworzy z nimi jednakowe katy. Zatem wektor normalny n plaszczyzny
T wyraza sig wzorem

3 + ny (1,-1,1) (5,1,—1)

[ni| o m2] 124 (12412 /524124 (-1)2

n —

1
= —1, 1)+ ——(5,1,—1) = (8,-2,2).

1 ( 1

V3 3v3 33
Dla uproszezenia dalszych obliczent skracamy wektor normalny np. do postaci n =
(4, —1,1}. Znajdziemy teraz punkt nalezacy do plaszczyzn w; 1 mo. Przyjmujac np.

y = 0, otrzymamy uklad rownan
c+z= 0,
b — z=—24.

Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest paraz = —4, z = 4. Zatem P = (—4,0,4) jest
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- punktem wspolnym plaszezyzn 7y 1 3. Poniewaz plaszczyzna dwusieczna przechodzi
przez punkt P i ma wektor normalny n, zatem jej réwnanie normalne ma postaé

m:{x+4,y—0,z-4)j0{4,-1,1)=0,
stad réwnanie ogdlne dane jest wzorem
wrdr —y+z--12=0
Uwaga. Istnieje jeszcze druga plaszezyzna dwusieczna kata dwudciennego utworzonego

przez plaszezyzny 1 i w2. Wektor normalny tej plaszceyzny wyraza sie wzorem:
Thy T )

=il el f”

Réwnanie drugiej plaszezyzny dwusiecznej ma zatem postad
iz +4y—0,z—40o(1,1,-1) =10,

/

stad
4

T:ix4+y—z+8=0.

Znalezienie réwnan parametrycznych plaszczyzn 7 i 7' zostawiamy Czytelnikowi.

Ol Zadanie 5.10. Napisa¢ réwnania ogdlne i parametryczne plaszczyzny, ktora
spelnia warunki:

(a) przechodzi przez punkt P = (1,-2,0) i jest prostopadla do wektora
n= (Oa _31 2)5

(b) praechodzi przez punkty P = (0,0,0), P> = (1,2,3), P3 = (—1,-3,5);

(¢) przechodzi przez punkty P, = (1,—3,4), P = (2,0, 1) oraz jest prosto-
padla do plaszcayzny zOz;

(d) przechodzi przez punkt P = (1,—1,3) oraz jest réwnolegta do wektoréw
a=(1,1,0), b=(0,1,1);

(e) przechodzi przez punkt P = (0,3,0) i jest réwnolegta do plaszczyzny
T3 —y+2=0;

(f) przechodzi przez punkt P = (2,1, -3) i jest prostopadia do plaszczyzn
mrxby=0m:y—z=0

Odpowiedzi. (a) 3y — 2z +6 =0, (z,y,2) = (1,—2,0} +5(1,0,0} + (0,2, 3) (5,1 € R);
(b) 19z — 8y — 2 =0, (z,y,2) = (0,0,0) + s(1,2,3) + t{—1,-3,5) (s,t € R);

(¢} 52 +2z—9=0, (z,y,2) = (1,-3,4) +5(0,1,0) + £(1,3, -5} (s, € R); (d) z~y+
z2—5 =0, (z,y,2) = (1,-1,3) + 5(1,1,0) + £(0,1,1) (s,t € R); (e) 3:c—y+3 0,
(z,,2) = (0,3,0) +(0,0,1) + ¢(1,3,0) (s,t € R); (f) —z+y+2+4=0, (z,y,2) =
(2: 1: 73) + S(L 170) + '4’(07 1’ _1) {Sat & R}

5.4. Réwnania prostej

B Przykfad 5.11. Napisa¢ réwnania parametryczne i krawedziowe prostej,
ktéra spetnia warunki:

(a) przechodzi przez punkt P = (1,0,2) 1 jest réwnolegla do wektora v =
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(Ua 5: _3)1

(b) przechodzi przez punkty P = (—1,1,0), P, = (0,3, -2);

(c) przechodzi przez punkt P = (1, -5, 3) oraz jest prostopadia do plaszezyzny
Trx—3z2+7=0

(d) przechodzi przez punkt P = {0,0,—2) i jest prostopadia do wektordw
a=(0,1,-5) ib=(-230)

(e) jest dwusieczng kata utworzonego przez przecinajace si¢ proste

r=—i, r=—2+ 5,
Li:dy=2t (teR), lo: {y= 4—3s, (seR);
z= 3t _ 2= 64+2s

(f) jest czedcia wspélng plaszczyzny my @ z + 2z — 4 = 0 i plaszezyzny
7o : z—y+6 = 0; (g) przecina proste skoéne (sprawdzi¢ to) ; : @ =22, y =
344, z= -3+t (tcR),h:z=4+s5y=3—3s,2=1-s5(s€R), oraz
jest do nich prostopadia;
(h) jest zawarta w plaszezyznie m: ¢ —y —z—3 =101 prostopadta do prostej

;. r+yt+z—-1=0,

“l2x—-y—32+5=0.

oraz przechodzi przez punkt wspdiny plaszezyzny o i prostej [.

Rozwigzanie. Réwnanie parametryezne prostej | przechodzacej przez punkt By =
(o, ¥, z0) 0 wektorze wodzacym 7o, réwnoleglej do niezerowego wektora v = {(a, b, c)
ma postac
Iir=rp+tv teR),

gdzie ¥ = {z,y, z) jest promienier wodzacym punktu tej prostej. Po rozpisaniu na
wspolrzedne powyzsze réwnanie przyjmuije postadé

T = xg + at,

{: {y— yo + bt, (R

2 =12z + ct

Réwnanie krawedziowe prostej ma postaé

- Az +Biy+Ciz+ D1 =0,
"V Agx o+ Bay 4+ Coz+Da=0

przy czym wektory (A, By, C1}, {Aa, Ba, Cs) nie moga by¢ réwmolegle.
(a) Réwnanie parametryczne (wektorowe) prostej | przechodzace] przez punkt I =
(1,0,2) i réwnolegle] do wektora v = (0,5, —3) ma postad

1: {z,y,2) =(1,0,2) +£(0,5,-3) {(teR).

Po rozpisaniu tej réwnosci na wspoltrzedne otrzymamy

z=1,
l:{y: 5, (teR).
z=2-3t

Przechodzimy do wyznaczenia réwnania krawedziowego prostej. Jako réwnanie pierw-
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szej plaszezyzny przyjmujemy r = 1. Po wyeliminowaniu parametru ¢ z dwoch pozo-
stalych réwnaf parametrycznych otraymamy réwnanie drugiej plaszczyzay 3y 4 52 =
10. Zatem réwnanie krawedziowe prostej [ ma postaé

' R 1=0,

"\ 3y+52z—10=0.
(b) Poniewaz szukana prosta { przechodzi przez punkty Py = (-1,1,0), Py = (0,3,-2),

—
wiec jest réwnolegta do wektora P Py = (1,2, —2). Réwnanie parametryczne (wekto-
rowe) tej prostej ma zatem postaé

Lo (my,2) = {~1,1,00+¢(1,2,-2) (t e R),

stad po rozpisaniu na wspélrzedne ofrzymamy
1+

T
l:{y 142, (teR).
z = — 2{

Rugujac parametr { z pierwszego i drugiego réwnania otrzymamy y = 3 + 2. Podob-
nie, z drugiego i trzeciego otrzymamy y = 1 — z. Zatem rownanie krawedziowe prostej

I

! ma postaé
1 =2x+y—35=0,
"ly+z—1=0.
{¢) Poniewaz prosta | rozwazana w zadaniu jest prostopadta do plaszezyzny = :
z — 32+ 7 =0, wigc jest rdwnolegla do wektora normalnego tej plaszezyzny, tj. do
weltora n = (1,0, —3). Réwnanie parametryczne (wektorowe) prostej przechodzace]
przez punkt P = (1, -5, 3) i réwnoleglej do wektora n = (1,0, —3) ma zatem postac
U: (z,y,2)=(1,-5,3) +t(1,0,-3) ¢ €R),

stad po rozpisaniu na wspolrzedne otrzymamy

T= 1 4+t
l:{yu——S, (t € R).

z= 3 =3t
Postepujac podobnie jak w przykiadzie (a) i (b) otrzymamy rdwnanie krawedziowe
prostej
1 4Y +5=0,
"13z4+2z2-6=40.

~ (d) Poniewaz szukana prosta I jest prostopadia do wektoréw @ = (0,1,—-5}, b =
(—2,3,0}, wiec jest rownolegla do wektora v = a x b. Mamy

k
—5

v =(0,1,—5) x (—2,3,0) = =154 + 105 + 2k.

[ Y

%
0
-2

0

Prosta [ przechodzi przez punkt P = (0,0,—2) i jest réwnolegla do wekiora v =
(15,10,2), wiec jgj réwnanie parametryczne (wektorowe) ma postac

i (z,y,2) = (0,0,—2) +£(15,10,2) {t € R).

Stad po rozpisaniu na wspdlrzedne otrzymamy

| BRI
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= 15¢,

[: {y: 10¢,, (¢t € R).
z=—2+ 2t

Postepujac podobnie jak w przyktadzie {(a) i (b) otrzymamy réwnanie krawedziowe

prostej

y—5bz—10=0.
(e) Wektory kierunkowe v, v2 odpowiednio prostych i1, la maja postaé vy = (—1,2, 3),
w2 = (1, —3, 2}. Poniewaz szukana prosta [ ma by¢ dwusieczng kata utworzonego przez
proste 1, {2, wiec jej wektor kierunkowy v powinien byé dwusieczng kata utworzonego
przez wektory v1 i vo lub v 1 —v2. Wiadomo {patrz Przyktad 5.10. (h*)), ze wektor
v lezgcy w plaszezyinie wyznaczonej przez wektory niezerowe @, w oraz tworzacy z
nimi jednakowe katy ma postac

. {23:33;:0,

u w
V=t —.
: lu] |l
Zatern wektor kierunkowy v dwusiecznej | ma postadé
(—1,2,3) (1,-3,2) 1
- 5 5 5 3 5 (0: _155):
VED2422432 0 /124 (32427 V14
a wektor kierunkowy v’ drugiej dwusiecznej I’ ma postaé
P (_13213) (1a_3:2) . 1
= - 5 5 (_2: 5: 1)'
VELE 224327 (12 (32422 V14

Znajdziemy teraz punkt P = (z,y, %) przecigcia prostych /1 i {o. Wspdirzedne tego
punkiu spetniaja ukiad réwnan

r=—t=—-2+ s,

y = 2 4 — 3s,

z = 3t 6 + 2s.
Rozwiazujac ten uklad otrzymamy z = -2,y = 4,2 = 6,5 = 0,t = 2. Zatem
P ={-24,6). Mozemy wiec napisaé¢ réwnania szukanych dwusiecznych. Przyjmu-
jac dla uproszezenia obliczef, ze wektory kierunkowe tych dwusiecznych maja postaé
v =(0,-1,5) oraz v ' = {(—2,5,1) otrzymaimy

I

Il

f

z= 64 Bt z= 6+
(f}) Niech ng oraz mg oznaczajy odpowiednio wektory normalne plaszezyzn mp :
T+2z—4=0oraz my : x —y+ 6 = 0 Wtedy 1 = {1,0,2) oraz na = {1,-1,0}.
Wektor kierunkowy v szukanej prostej [ jest prostopadty do wektoréw my i mg, a
zatem mozna przyjaé, ze ma postaé

$:"*2, 35:*2*21&7
l:{y 4— 4, (teR) oraz E’:{y— 4 + 5t, {t eR).

v=mn1 xnz=(1,0,2)x({1,-1,0) =

Potrzebny jest jeszeze dowolny punkt P nalezacy do proste) I. Punkt ten wyznaczymy
z uktadu réwnat
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T+ 2z =4,

z—y=—6
Przyjmujac np. x = 0, otrzymarmy y = 6 oraz z = 2. Zatem P = (0,6, 2). Réwnanie
parametryczne prostej [ ma wige postaé

= 24,
I: {y:6+2t, (t e R).
z=2— 1
Po prostych przeksztalceniach otrzymamy réwnanie krawedziowe tej prostej:
I z—y+6=0,
"ly+2z—10=0.
(g) Proste Iy, Iz nie sg réwnolegle, bo ich wektory kierunkowe v; = (~2,1,1), va =
(1,—3,—1) nie sa réwnoleglte. Ponadto, proste te nie maja punktéw wspdlnych, a
zaterm 83 skogéne. Przechodzimy do wyznaczenia réwnania szukanej proste]. W ‘rﬂ:{)
celu na prostych Iy i I znajdziemy odpowiednio punkty A i B tak, aby wektor AB
byl prostopadly do kazdej z nich. Niech 4 = (2 — 2£,3 +#, -3+ 1) {t € R) oraz
B={44+53-3s51—3) (s € R). Wtedy
. —
AB = (242t +8,-3s— 1,4 —s5—1).

Aby wektor E byt prostopadty do prostej Iy i [, musi byé prostopadly do wektordw
kierunkowych ©7, vo tych prostych. Korzystajac z faktu, Ze wektory sa prostopa-
EIE) wtedy i tyk\> wiedy, gdy ich iloczyn skalarny jest réwny 0, otrzymamy warunki
AB owvy =0, AB o vy = 0. Po wstawieniu danych dostaniemy uklad réwnan
(2+2t+s,-35—t,4—s5—t)o{-2,1,1)=0,
{ (2+2t+s5,—3s—1,4—s—110{1,-3,—1)=0.
Po uproszeniu ukiad przyjmie postad
{ s+t=0,
11s+6f = 2.
Jego Tozwigzaniem jest para (s,t) = (2/5,—2/5). Stad A = (14/5,13/5, -17/5),
B = (22/5,-2/5,3/5), a zatem AB = (8/5,—3,4). Réwnanie szukanej prostej ma
. wiec postaé
14 8 13

17
lix=—+-t y=—— = ——+4f {t € R.
z 5+5,y ; 3t, % 5+ tekR)

Znalezienie réwnania krawedziowego prostej | zostawiamy Caytelnikowi.

{h) Najplerw znajdziemy wektor kierunkowy v prostej [. Ma on postaé v = np x ng,
gdzie iy = (1,1,1}, ny = (2, ~1, ~3) sg wektorami normalnymi plaszczyzn w réwna-
niu krawedziowym prostej. Mamy

i § ok
v=n;xna=|1 1 1|=-2i+5j—3k=(-2,5-3)
2 -1 -3

Wektor kierunkowy v* szukanej prostej I* jest prostopadly do wektora kierunkowego
" v=1(-2,5,—3) prostej ! oraz do wektora normalnego n = {1, —1, —1) plaszczyzny .
Mamy zatem
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i 7 k
v'=vxn=|-2 5 -3|=-8 55 3k=(-8 -5 -3).
1 -1 -1

Potrzebne sa nam jeszcze wspdlrzedne punktu P, przez ktory przechodzi szukana
plaszczyzna. Poniewaz punkt P nalezy jednoczesnie do plaszczyzny w oraz do prostej
I, wiec jego wapdlrzedne spelniaja uktad réwnah

r—y—z2—3=0,

r+y+z—1=0,

2r—y—324+5=0.

Rozwigzaniem tego ukladu jest tréjka (z,y,2) = (2,-6,5). Zatem P = (2,-8,5).
Przechodzimy do napisania réwnania parametrycznego szukanej prostej. Mamy

r= 2 — 8,
" {y:—6—5t, (t € R).
z= 5H -3t

Zmnalezienie rownania krawedziowego prostej I* zostawiamy Czytelnikowi.

[l Zadanie 5.11. Napisa¢ rownania parametryczne i krawedziowe prostej, ktdra
“gpetnia warunki:

(a) przechodzi przez punkt P = (—3,5,2) 1 jest réwnolegla do wektora v =

(21 *17 3)1

(b) przechodzi przez punkty P = (1,0,6), P = (~2,2,4);

(c) przechodzi przez punkt P = (0, —2,3) i jest prostopadla do plaszczyzny

T3z —y+22—-6=0

{(d) przechodzi punkt P = (7, 2,0) i jest prostopadla o wektoréw v1 = (2,0, —3),

vy = (—1, 230):

(e} jest dwusieczng kata ostrego utworzonego przez proste

liix==-243t,y=4—t, 2=5t o i x=—2+s, y =4-5s, z=3s (¢, s € R);

(£*) jest dwusieczna kata ostrego utworzonego przez proste

o= 1+ 2, = —6+4+ d4s,
h:gy=-1- ¢t (tcR) lo:<y= 1— 3s (seR);
z= 24 2¢ z=-29-12s

(g} przecina proste skosne (sprawdzié¢ to) Iy : z =1,y =2 ¢, 2 =3 +1
{teRyla:x=2+s59—=3—-25,2=4—s5 (s € R), oraz jest do nich
prostopadia;

(h) jest zawarta w plaszczyénie n 1@ = 1—s+2t, y = —142s+t, z=1—5+2¢
(s,t € R), i prostopadia do prostej Iy : 2 =1—2p,y =2+p,z =5+ 3p
(p € R), oraz przechodzi przez punkt przecigcia prostej [ 1 plaszezyzny .

r+2y—T7T=20,

Odpowiedzi. (a) ] 12 =—-3+2t,y=5—42=2+3t (teR),: {3y+zl7=0;

243y —2=0,
y+z—-6=0;

(b)E:zm1—3t,y—2t,z—6—2t{tER),l:{
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-3y +6=0,

¢)lz=3t1 =2t z=34+2t(teR),1: {2y+2+1__0;

o B B CJE—2y-3=0,
dplio=T+6ty=2+3tz=4t (teR), L {42,_3,2_8%0;

3r+2y+2=10,

o)l ix=—242 y=4-3t =4 (tcR),[: {4y+3%16_0;

20+ Ty+5=0,

: Myl iz=1+Tty=—1-2t,2=2+31L (tcR),{: {31y+22+27—0;

11z —33y+49=10
(g) 1+ o=1+3 y=20/11+¢, z=35/114t (t e R), {: {11y-11z+15=0;’

ha + by — 18 =0,

() 1w =13/15+4, y=6/5—t 5=13/5+t (€ R), I: {m—z—O.

5.5, Wzajemne pofozenia punktow, prostych i ptaszczyzn
B Przyktad 5.12. Zhadad, czy
a) punkty A = (1,—2,5), B = (3,-2,11), C = (1,~2,1) nalezg do prostej

l:z=1—t,y=—-2,2=5-—3¢(t € R);
{b) prosta

jest zawarta w plaszczyinie m: 3z + 3y + 2 — 6 = 0;
(c) punkty A = (0,0,0), B = (0,—1,3) naleza do plaszczyzny

z= 14+s— ¢

m:{y=-3-5+2t (s,tecR)
z= 4 — 2t

(d) proste

z= 3t z=—3+4s
maja punkt wspolny;
(e) prosta l : z = =5 — 2,y =,z = 3~ t (¢t € R), jest réwnolegta do
plaszczyzny w: z +y — 2+ 15 = 0;

T = 1’,’1 :13:“”]."‘ 8,
I 9y =—21, (tGR), Iy y= 2— s, (SER),

(F} plaszczyzny

r=-5 +1,
w1 20+3y—52+30=0, m: {y= 2+5bs+t, (s, €R)

2= 1435+t
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sg réwnolegle;
(g) réwnania

r=—-24+ 5 — t, z= 1+ s,
midy= 4—28 +3, m:{y=-2— s +1t (stcR),
z= 06— s z= 3 -2 — 1t

przedstawiaja te sama plaszczyvzne.
(h) réwnania krawedziowe
11:{$—2y+z—-1=0, 12:{455 y +1=0,
3x+y—z+2=10 20 +3y—2z+3=0
przedstawiaja te sama prosta.

Rozwiazanie.
(a) Podstawiajac wspélrzedne punktu A — (1, —2,5) do réwnania parametrycznego
prostej

liz=1-t,y=-22=5-3t (tcR)

-otrzymamy uklad réwnan
1— &= 1,
—2 =-2,
5—3t= 5.

Rozwiazaniem tego ukladu jest ¢ = 0. To oznacza, ze punkt A nalezy do prostej I, Po-
stepujac podobnie z punktem B otrzymamy rozwigzanie ¢ = —2, czyli punkt B takze
nalezy do prostej {. Natomiast dla punktu C otrzymamy sprzeczny ukltad réwnan. To
oznacza, ze nie nalezy na on do prostej [.

(b) Podstawiajac przedstawienia parametryczne wspolrzednych prostej

=14 1,

I: {y: —2t, (teR)

z =3+ 3

do réwnania plaszczyzny 7 : 3z + 3y + z — 6 = 0 otrzymamy, Ze réwnosé
1+4)+3(-2)+(3+3t)-6=0

jest prawdziwa dla kazdego t € R. Oznacza to, ze prosta ! jest zawarta w plaszczyz-
Iiie .

(¢) Podstawiajac wspoélrzedne punktu A = (0,0,0) do réwnania parametrycznego
plaszczyzny

r= 1+4+s— t,
w4 y=-—3—35+2f (s,teR}
z= 4 — 2t
otrzymamy uklad réwnan
5§ — t=-1,
5 — 2t = =3,
2t = 4.

Rozwiazaniem tego ukladu jest para ¢ = 1, ¢ —2. Oznacza to, ze punkt A nalezy
do plaszczyzny 7. Postepujac podobnie z punktem B, otrzymamy sprzeczny ukiad




5.5. Wzajemne potozenia punktdw, prostych i ptaszczyzn 129

rownaf. Oznacza to, e punk: B nie nalezy do plaszczyzny «.
(d) Aby sprawdzi¢, czy proste Iy i lz maja punkt wspélny rozwigzujemy uklad réwnan

t=—-14 s,
%= 2—- s
3t = —3 + 4s.
Rozwigzaniem tego ukladu jest para £ = —1, s = 0. Proste [; i {» maja zatem punkt
wspOlny. Wspolrzedne tego punktu odpowiadaja wartodciom ¢ = —1 i s = 0 parame-
tréw i sa réwne . = —1, y =2, z = —J.
(e} Prosta [ o wektorze kierunkowym v jest réwnolegla do plaszezyzny 7 o wekto-
rze normalnym 7 wtedy i tylko wtedy, gdy v o m = 0. Wektor kierunkowy prostej
rozwazanej w zadaniu ma postad v = (—2,1, —1), a wektor normalny plaszczyzny
postaé m = (1,1, —1). Wektory te spelniajg warunek v c m = 0, zatem prosta [ jest
réwnoleglta do plaszczyzny .
(f) Dwie plaszczyzny sg réwnolegle wtedy 1 tylko wtedy, gdy ich weltory normalne sa
wspolliniowe. Wektor normalny n plaszezyzny m : 2z + 3y — 52 + 30 = 0 ma postad
n1 = {2,3,—5). Z kolel wektor normalny ns plaszezyzny
my: (m,y,2) = {=5,2,1) + 5(0,5,3) + £{1,1,1}, (s,t € R)
ma postad
ns = (0,5,3) x (1,1,1) = (2,3, -5).
Poniewaz wektory ny i ng sa wspdlliniowe, wiec plaszczyzny my i 7y sg rownolegle.
{g) Zbadamy czy wektory normalne plaszczyzn i, 72 sa rownolegle oraz czy pewien
punkt plaszezyzny s nalesy do plaszczyzny . Wektory wq, v, rozpinajace plasz-
czyzne w1 maja postaé ur = (1,—2, —1}, v = (-1, 3, 1), a wektory us, vz rozpinajace
plaszczyzne mg — postad wg = (1,—1,—-2), v = (0,1, —1). Wektory normalne tych
plaszezyzn wyznaczymy korzystajac z iloczynu wektorowego. Mamy

'n,lzu]x'ul:‘ I -2 -1|=3i+7+k,
-1 3 0
i 3 k
T = Uy X Vg — 1 -1 -2 :3’£+j+k
0 1 -1

Zatem wektory nq, ng sa réwnolegle. Zbadamy teraz, czy punkt P = (1, -2, 3} plasz-
czyzuy e {w rdwnaniu przyieto s = (4, t = 0) nalezy tez do plaszesyzny . W tym
celu sprawdzimy, czy uklad réwnan

1=—-24 5 — 1,
{—2_— 4 —2s + 3t,
3= 6— s

ma rozgwigzanie. Latwo pokazaé, ze para s = 3, ¢ = 0 jest jego rozwiazaniem. Zatem
plaszczyzny my, w9 pokrywaja sie.

1

{h) I sposéh. Wystarczy pokazad, ze wektory kierunkowe prostych sa rownolegte oraz,
te pewien punkt prostej I) nalezy do prostej ls. Wektor kierunkowy prostej {; ma po-
staé v = (1,-2,1) x (3,1,—1) = {1,4,7), gdzie {1,—2,1)}, (3,1, —1) sa odpowiednio
wektorami normalnymi plaszezyzn z — 2y + 2 —1 =0, 3z + v — 2 + 2 = 0. Podabnie,
wektor kierunkowy prostej I ma postaé ve = (4, —1,0) x (2,3, —2) = (2,8, 14), gdzie
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(4,—1,0), (2,3, —2) sa odpowiednio wektorami normalnymi ptaszczyzn 4z —y+1 =0,
27+ 3y~ 2z 4 3 = 0. Zatem wektory vy, vs sa réwnolegle. Latwo sprawdzié, Ze punkt
(0,1, 3) prostej 1, ktéry veayskalismy przyjmujac z = 0 w jej réwnaniu krawedziowym
i rogwigznjac uklad réwnan

y—z+2=20,
spelnia tez réwnanie krawedziowe prostej ls. Zatem proste Iy, lo pokrywaja sie.

{——Qy—l—z-"l—(),

1t sposéb. Wystarczy pokazad, e kazdy punkt jednej prostej nalezy do drugiej. Niech
(0,90, 20} bedzie dowolnym punktem prostej {;. To oznacza, Ze spetnia uktad réwnan

To— 2%+ 20— 1=0,
3zotyo—z+2=0

Pokazemy, ze spelnia réwniez uklad

dzo —yo +1 =0,
220 + 3y0 — 220 +3 =0.

Rzeczywiscie, mamy
{:rg-ng-{—szl—O, % dzo—yo +1=0,
3t +yo— 2o+ 2=0. «?;\@J %0 — 3o — 220 + 3 = 0.
Zatem proste {1, lo pokrywajg sie.

O Zadanie 5.12. Zbadaé, czy
(a) punkty A = (1,2,3), B = (-1, ~2,0)} naleza do prostej
liaox=14+ty=2+2f z=3—1t (t e R);

(b) prosta m : { iwng ;: ; :lj g z 8 jest zawarta w plaszczyzinie

w: by — 32413 =0
(¢) punkty A = (0,1,5), B = (1,2,3) naleza do plaszczyzny
z=-1+ s+ t,
mrey= 243s— 1, (s,t€R});
z= 33— s+2
(d) proste
irz=—1-2t,y=3+t, z=—4—-8 (tecR)
lb:x=sy=1+s 2=2425 (s € R),
maja punkt wspolny;
(e) prosta l : z =ty =142t 2z =243t (t € R), jest réwnolegla do
plaszczyeny 7 x+y —z2+3=0;

(f} réwnania krawedziowe
- t4+2y—z—-1=0,
12y tzr3=0,
przedstawiaja te sama, prosta;

{3$+y+2=0,
I

3z 4y +32+5=0
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(g) réwnania parametryczne
r= 1+s— t, z=1 + 2¢,
ﬂ]:{y: 3 + 21, mz{yAS—i—s— t, (s,t€R),
z=-2+s+ ¢, z=2+s5+t
preedstawiajs te samg plaszezyzne.
Odpowiedzi. (a) A, BgL (bymCm (¢) Acw, Bgm (d)hnl = {(1,2,4)}
(e) 1] w; (f) nie; (g) nie.
B Przyktad 5.13. Wyznaczy¢ réwnanie ogdloe plaszczyzny, ktora zawiera:
(a) punkt P = (1,3,4) oraz prostal: o = 3+t y=1-2t, z=4—1 (L € R);
(b) przecinajace si¢ proste (sprawdzié o)
h:z=24+t,y=1—t,2=3+2t (R,
) ly:x=4,y=-1-252=T7T+s (s € R);
(c) proste réwnolegle (sprawdzi¢ to)
lh:x=3-ty=1+3t z=5—-2t (Lt e R),
Iy:x=5+2s,y=36s, z=2+4s (s e R);
(d) prostg [ : z = -3+t y=1—-2t, z=4 -t (t € R), oraz jest prostopadla
do plaszezyzny w2z —y+ 32 — 7 = (;
(e) punkty P = (4,0, -1}, Q = (2,1, —3) oraz jest prostopadia do plaszczyzny
mrx—y+2z—-1=10
(f) punkt P = (1,3,5) i jest prostopadta do prostej [ : {$ ty—z-2= 2’
20 —y+3z+4=0;
(g) punkt P = (—2,0,1) i jest réwnolegla do prostych
hra=1+t,y=2-2t z=3t {t e R),
lo:z=4—-s5,y=1-28,z2=5+s (s eR);
(h) punkty 4 = (0,1,—-2), B =(3,2,1) i jest réwnolegla do prostej
. { r—z—3=0,
N2z —y+z=0
. t+y—z—2=0, . . .
(i) prosta I : { 9%yt 3z45=0, ale nie przecina osi Oy.
Rozwigzanie.

(a) Znamy punkt, ktéry nalezy do szukanej plaszczyzny, wice potrzebny jest nam jesz-

cze jej wektor normalny. Aby go wyznaczyé, na prostej | wybieramy dowolny punkt

A, np. odpowiadajacy paramestrowi ¢ = @, otrzymamy wtedy 4 = (—3,1,4). Poniewaz
—

wektor normalny m plaszezyzny musi by¢ prostopadtly do wektora PA = (—4, —2,0)
oraz do wektora kierunkowego v = (1,—2, —1) prostej I, wigc mozna przyjaé, ze ma
postaé
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. ik
n=PAxv=|-4 -2 0|=2-—4j+10k=(2,—4,10).
1 -2 -1

Teraz mozemy napisaé rownanie normalne plaszezyzny:

g 2(x—1) —4{y — 3) +10(z —4) = 0.
Po uproszczeniu otrzymamy 7z — 2y + 5z — 15 =0.
(b} Proste Iy, Iz przecinajs sie, bo tylko punkt P = (4,—1,7) nalezacy do prostej
ly (przyjeto s = 0), nalezy takze do prostej {; (dla ¢ = 2). Poniewaz ptaszczyzna
ma zawierad proste [, ls, wiec jej wektor normalny n powinien byé prostopadly do
wektoréw kierunkowych = (1, —1,2), v2 = (0, -2, 1) odpowiednio prostych Iy, ls.
Zatem mozna przyjaé, ze ma postac

i j ok
n=v xwvg=|1 —1 2| =3 —j—2k=(3—1,-2).
0 -2 1

Mamy punkt P, ktéry nalezy do poszukiwane] plaszczyzny, oraz wektor normalny,
zatern jej réwnanie ma postaé:

| 73z —4)—(y+1)—2(z—7)=0.
Po uproszczeniu otrzymamy 7 : 3z —y - 2z + 1 =10.
(¢} Poniewaz wektory kierunkowe v = (—1,3, —2), v2 = (2, —6,4) odpowiednio pro-
stych [y, {2 sa rownolegle, wiec proste takze sa réwnolegie. Do napisania réwnania
normalnego szukanej plaszezyzny potrzebny jest nam punkt, ktéry do niej nalezy,
oraz wektor normalny. Przyjmujac w réwnaniu pierwszej prostej np. ¢t = 0, otrzy-
marny Py = (3,1,5). Aby wysnaczy¢ wektor normalny plaszezyzny, wybleramy punkt
na drugiej prostej. Przyjmujac np. s = 0, otrzymamy Py = {5, 3, 2). Poniewaz wektor

—_—

normalny 1 plaszczyzny jest prostopadly do wekiora P Py = (2,2, —3) oraz do wek-
tora kierunkowego v, = (-1, 3, —2), wiec mozZna przyjad, ze ma postad

o ij k o
n=PPxv=| 22 -3|=5i+7j+8k={5"78).
13 -2

Manry punkt Py, ktéry nalezy do poszukiwane] plaszezyzny, oraz wektor normalny,
zatem jej rGwnanie ma postaé:

w5z —3)+7(y— 1)+ 8(z—35)=0.
Po uproszczeniu otrzymamy 7 : 5z + Ty + 8z — 62 = (.
(d) Wektor normalny n* szukanej plaszezyzny «* jest prostopadty do wektora nor-
malnego n = (2, —1, 3) plaszezyzny 7 oraz do wektora kierunkowego v = (1, ~2, —1)
prostej [. Zatem mozna przyjad, ze ma postal

i j ok
n"=nxv=|2 -1 3|=7Tit5j—3k=(7,5-3).
1 -2 -1

Potrzebny w réwnaniu normalnym plaszczyzny punkt znajdziemy przyjmujac w row-
naniu prostej I np. t = 0. Otrzymamy wtedy P = (—3, 1,4). Zatem réwnanie szukanej
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plaszczyzny ma postad

7 T+ 3)+5{y—1)—3(z—4)=0.
Po uproszczeniu otrzymamy «° @ Tx + by — 3z + 28 =0,
(e) Wektor normalny n* szukancj plaszczyzny 7 jest gostopadly do wektora normal-
nego . = (1, —1,2) plaszczyzny 7 oraz do wektora PQ = (-2,1, —2). Zatemn mozna
przyjat, ze ma postac

N i j k
n=nxPQ= 1-1 2|=-2j—k=1{0,-2 1)
-2 1 -3

Znamy punkt nalezacy do szukanej plaszezyzny (up. P = (4,0, —1) oraz wektor nor-
malny, wige mozemy napisaé jej rownanie

7 0z —4) + (=2)(y -0+ (-1){z+ 1) =0.
Po uproszezeniu otrzymamy n* : 2y +z + 1= 0.
(f} Znamy punkt P = (1,3, 5), ktéry nalezy do szukanej ptaszczyzny, wigc potrzebny
jest nam jeszcze wektor normalny. Moina przyjad, ze wektor ten pokrywa si¢ z
wektorem kierunkowym prostej [ Prosta [ jest przedstawiona w postaci krawedszio-
wej, wiec jej wektor kierunkowy v jest iloczynem wektorowym wektoréw normalnych
n1 = (1,1, -1), na = (2, -1, 3) przecinajacych sig plaszczyzn 7y : ¢4+ y — 2 — 2 =0,
my: 22—y + 3z 4+ 4 = 0. Mamy

i j k
v=mixng=|1 1 —1|=2—5j—3k=(2,-5—3).
2 -1 3

Stad n = (2, —5, —3). Zatem réwnanie szukanej plaszczyzny ma postad
7:2x—1)-5(y—3)—3(z—5)=0.

Po uproszezeniu otreymamy  : 2z — 5y — 32+ 28 =0,

(g) Zadanie ma podobne rozwiazanie jak podpunkt (b). Znamy juz punké P =

(—2,0,1), ktéry zawiera szukana plaszczyzna. Potrzebny jest nam jeszcze jej wek-

tor normalny. Poniewaz plaszezyzna ma byé réwnoleglta do obu prostych, wige wektor

normalny ma postaé n = v; X ve. gdzie v1 = (1,-2,3) oraz vy = (—1,-2,1) sa

wektorami kierunkowymi odpowlednio prostych Iy oraz [y Mamy

i gk
p=vixty=| | =2 3|=4i—45 — 4k =(4,—4,—4).
-1 -2 1

Wektor v moina zastapi¢ wektorem réwnoleglym {1, —1,—1). Szukana plaszczyzna
ma zatem réwnanie normalne

7 l{z+2)—1y—-0)—1{z—1)} =0
Po uproszezeniu otrzymamy m: &~y — 2+ 3 =0.

(h) Najpierw wyznaczymy wektor normalny szukane] plaszczyzny. Poniewaz jest on

——
prostopadly do wektora AB = (3,1, 3) oraz do wektora kierunkowego v prostej I, wiec
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—
ma postaé¢ n = AB x v. Wektor kierunkowy prostej [ ma postaé v = n: X ne, gdzie
ny = (1,0,—-1), na = (2, —1,1} sa wektorami normalnymi plaszezyzn w rdéwnaniy
krawedziowym proste] [. Zatem

i F k :
v=n;xny=|1 0 -1|=—-i—-2j—k={-1,-2-1).
2 -1 0 :
Podobnie
— i F k
n:Ava:| 3 1 3|=5—Tk={50-7).
-1 -2 —1

Szukana plaszezyzna ma zatemn réwnanie normalne
w:5z—0)+0y—1)+(—-7N(z+2)=0.

Po uproszezeniu otrzymamy 7 : 5z — Tz — 14 = 0.

(1) Skoro szukana plaszczyzna  nie przecina osi Oy, wiec musi byé do niej réwnolegla.

Wyznaczymy wektor normalny plaszezyzny 7. Poniewas wektor ten bedzie prostopa-

dly do wektora kierunkowego v; = (0,1, 0} osi Oy oraz do wektora kierunkowego vy

prostej I, wiec ma postaé i = vq x vs. Jak w rozwiazaniu poprzedniego podpunktu,

wektor kierunkowy w9 ma postaé v = ng X ng, gdzie ny = (1,1, ~1), nz = (2, -1,3)

83 wektorami normalnymi plaszezyzn tworzacych prosta I Wyznaczymy teraz kolejno

wektory vg oraz n. Mamy

i § ok
vp=m;xXxny=|1 1 —1|=2i—55j—3k=(2-5,-3)
2 -1 3
oraz
t 3 k
n=vixve=|0 1 0|= 3i-2k=(~30,-2).
2 -5 -3

Do napisania réwnania normalnego szukanej plaszczyzny 7 potrzebny jest nam jesz-
cze punkt P na prostej I. Przyjmujac w rownaniu krawedziowym prostej np. z = 0,
otreymamy x = —1, y = 3. Zatem P = (—1,3,0). Teraz mozemy napisaé¢ rdwnanie
normalne plaszezyzny

(=3 + 1)+ 0y -3+ (-2)(z-0)=0.

Po uproszezeniu otrzymamy 7 3z + 22+ 3 =0,

U Zadanie 5.13. Wyznacgy¢ réwnanie plaszezyzny, ktora zawiera:
(a) punkt P = (2,0, 1) i 0§ Oy;
(b) przecinajace sie proste (sprawdzié to)

T =2+ rT=3— s,
h:gyu=1— ¢t (teR), L:{y= 3s, (s eR);
2=3+2 Z=5 - 29

(c) proste réwnolegle (sprawdzié to)
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Lh:z—24% y=3 t2=1+3t{eR),
ly: x=4—4s,y=1+4+2s, z=1—6s (s € R);

z+y—z—1=10 .
d} prosta [ : { ’ oraz jest prostopadla do plaszezyzn
(d) ¥ 2 9 —y+3z+4=0, Jest p P P yzny

i =3—-25+t,y=2+2s+t,z=1—s+1(s,t € R);
() punkty P = (1,3,0), @ = (0,2,5) i jest prostopadla do plaszczyzny  :
zty—2z2—-4=0
(f) punkt P = (1,3, 5) i jest prostopadta do prostej
l:x=24+t,y=3 ¢t z=4+3t (t € R);
(g) punkt P = (=2,0,1} i jest réwnolegta do prostych
Lh:ix=2+2t,y=3—1,2=1+3t(t cR),
lzz r=4-35,y=1+2s, z=1—06s (s € R);
- (h) punkty A = (0,1,-2), B = (3,2,1) i jest réwnolegta do prostej
I {:1: +y—2-=0,
lr—y+4=0
(i) prostal: z=4-3t,y=1+4+¢, z=2—1 (¢ € R), ale nie przecina osi Oz.
Odpowiedzi. {2) 7: 2+ 22=0;(b) w: 2z —2—1=0;(c}m: 3z + 3y—z— 14 =10

rm:3zx+y—dz+1=0{)r:v-y+2=0; (f) tx—y+32—13=0; (g)
'fr:12$+3y77z~—31:0;(h)7r:x—y+1:O;(i)7T:y+zm-3:0.

B Przyktad 5.14. Znalezé punkty przeciecia:

r= 1- £, r=1412s,
(a) prostych {1 : ¢ y=—-3+2¢, (t€R), I y=2+ s, {s€R),
z= 143t z=3—4s
z=13+ ¢
(b) prostej [ : { y = —3t, (t€R)iplaszczyzny n: z+y+z2—7=0;
z=4-t

(c) ptaszezyzn w1 @ (z,y,2) = (0,0,0} +r(1,-2,4) + 5(0,—1,3) (r,s € R),
2 (a:,y,z) - (11 _17 1) +.t(1a 11 1) + u’<7]—707 O) (t?u € R),
w3 (z,y,2) = (2,3,3) +0(1,0,0) + w(0, -2, —1) (v,w € R).

Rozwiazanie.

(a) Aby znalezé wspoirzedne punktu przeciecia prostych {1, lp rozwigzujemy uklad
trzech réwnan z niewiadomymi ¢, s. Mamy

I—t=1+42s, t+ 2s = 0,
—34-2t =2+ s, <-:>{ -2t 4+ s = —b,
143t =3 —4s, 3t + 4s = 2.

Rozwiazaniem tego uktadu réwnan jest para liczb ¢ = 2, s = —1. Punkt P przeciecia
prostych I3, {2 odpowiada np. wartosci parametru £ = 2 w rownaniu prostej [1. Zatem
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P={-1,1,7).
(b) Aby obliczyé wspdlrzedne punktu przeciecia prostej [ 1 plaszezyzny 7, wstawiamy
przedstawienia parametryczne wspéhrzednych tej prostej do réwnania plaszczyzny.
Wtedy mamy

A+ + (-3 +4—-t)—-7=0,
stad t = —2/3. Punkt wspolny prostej ! i plaszczyzny 7 ma zatem wspolrzedne
(1/3,2,14/3). '
{c) Aby znales¢ wspdlrzedne punktu przeciecia plaszezyzn 71, 7z 1 73, rozwigzujemy
uktad szedcin réwnaf z niewiadomymi parametrami r, s, £, 4, v, w. Mamy

T —t4+u = 1,
2§t = -1,
r= l4+t—u=2+w, 4r 35—t -1
—2r —s=—-1-+¢ =3 - 2w, <+ Cttuto -1
dr+3s= 14t =3 —w. i O —d
—1 — w=—2
Rozwigzaniem tego ukiadu rownah jest szostka liczbr = 1,8 = —1L,t =0, u = 0,v =

—1,w = 2. Punkt P przecigcta plaszczyzn m, 72 1 ma odpowiada np. wartosciom
parametréw ¢t = 0,4 = 0, zatermn P = (1,—1,1).
Ll Zadanie 5.14. Znalezé punkty przeciecia:

Jre+2y—2+4=0, , [2x—-y—2z+8=10,
(a)prostychll.{y+zm3:0’ Is 22+ 25— 5=0
(bYprostej I : 2 =1,y= -2+ 3u, 2=4— u (v R) i plaszczyzny

xr = s+ f,
7 y=1+ s+ 2 (s,tcR)
z=3+ 25+ 4t
(c} plaszczyzn m1 : 3x +y+2+1=0,m: x+22+6=0,73: 3y+22=0.

Odpowiedzi. {a) {(—1,0,3% (b) (1,1,3); {c) (0,2, -3},

B Przykfad 5.15. Obliczy(¢ odleglosé:
(a) punktu P = (1,0, -5) od plaszczyzny 7 : 3z — 12y + 42 + & = 0;
(b) plaszezyzn réwnoleglych 71 1 22 —y+32 =0, 7y —dax+2y—62+8 =1}
{c) punktu P = (0,0,0) od prostej
liz=142,y=—-1—t,2=3-2¢t{t € R);
(d) prostych réwnolegltych
hrz=1+4y=2+2,2=-3+3t({€R),
lp: x=2s,y=4s, 2 =65 (s e R);

(e) prostych skoénych I : {:c 0, Iy : {7/ Ty=1

r+z=1,
(f) prostej I : x = —t,y=—1+2t, z=1 (¢ € R), od plaszczyzany
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mrr+y—z+7= 0.

Rozwijzanie.
(a) W rozwigzaniu wykorzystamy wzér na odleglod¢ d punktu P = {(xo,y0,20) od
plaszezyzny w2 Az + By +Cz+ D =0,
‘AID + Byg + Czg + Dl

VETB B
Odleglodé d punktu P = (1,0,-5) od plaszezyany 7 : 3z — 12y + 42 + 8 = 0 jest
réwha

d=

31 -12.044-(-5)+8 9 9

d

32+ (—12)2 + 42 V169 13
(b) W rozwigzanin wykorzystamy wzor

PR Ly % |

VA?+ B+ (2

ra odlegloéé d plaszczyzn rownoleglych my : Az + By +Cz+ D, =0, mp : Az + By +
'z + Dy = 0; Przeksztatcamy réwnanie plaszczyzny g tak, aby miata te same wspédl-
czynniki co plaszezyzna ny. Mamy 72 @ 22 — y + 3z — 4 = 0. Odleglos¢ d plaszczyzn
w1 1 g jest zatern réwna

o-(4 _ 4

V(1213 V14
(c) Odlegloéé d punktu P od prostej [ wy-
znaczymy w nastepujacy sposéb: przez punkt
P prowadzimy plasrczyzne m prostopadla do
proste] I, nastepnie wyznaczamy punkt P’
przeciecia prostej ! z plassczyzng 7 (bedzie o
rzut punktu P na prosta I) i wyznaczymy od-
legtoéé punktéw P i P’. Ponlewaz plaszczy-
zna 7 ma wektor normalny n taki sam jak
wektor kierunkowy v prostej {, wiee n = v =
(2, —1, —2). Roéwnanie plaszczyzny 7 przecho-
dzacej przez punkt P = (0,0, 0) ma zatem po-
staé

a2z —0)—1{y —0) —2(z— 0} =0,
stad otrzymamy 7 : 2z — y — 2z = 0. Znajdziemy teraz punkt P’ przecigcia proste]
i plaszczyzny n. Wspohzedne tego punktu wyznaczymy rozwigzujac ukltad réwnai
= 14+ 2
Yy = -1 - ta
z = 3 - 2,
2r—y—2z=0.

Po rozwigzaniu otrzymamy t = 1/3, = = 5/3,y = —4/3, z = 7/3. Zatem P’ =
(5/3,—4/3,7/3). Obliczamy teraz odleglosé d punktu P’ od punktu P = (0,0,0),
czyli szukang odlegloéé punktu P od prostej I, mamy

G ) ) e
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(d) 1 sposéb. Odleglosé d miedzy prostymi réwnolegtymi Iy i Iz wyznaczymy w naste-
pujacy sposdb: na prostej I; wybieramy dowolny punkt A, a na prostej {2 dwa dowolne
punkty B, C; obliczamy pole tréjkata A ape (wykorzystujac loczyn wektorowy); ob-
liczamy wysokosc tego trojkata opuszczona z Wler?cholka A (rys.}). Aby wyznaczyé
dowolny punkt A na prostej

t= 14 ft,
ly: {y: 242t (teR),
z=—3+3
przyimujemy np. t = O, stad 2 = 1, y = 2
oraz z = —3. Zatem A = {1,2, —3}. Podobnie
znajdujemy punkty B i €' na prostej
la: x=2s y=4s, z=06s (s €R).

Przyjmujac ¢ = 0, otrgymamy ¢ = 0, 4y =0
oraz z = (, a przyjmujac { = 1, otrzymarny
=71,y =2 oraz z = 3. Zatem

B =(0,0,0), C=(1,2,3).
Obliczamy teraz pole tréjkata ABC korzystajac ze wzoru

pole (Aapc) = |AB x AC|
Tak wiec mamy
1
p()le (AABC) = §|(*1, *2, 3} X (0,0, 6)1

1
Obliczamy nastepnie dhigosé boku BC trojkata ABC. Mamy
IBC] = /(1= 02+ {2~ 0)2 1 (3—0)2 =14,

Mozemy teraz obliczyé wysokosé trojkata ABC opuszezona z wierzchotka A, czyl
szukang odlegloéé d prostych {5 i lp. Mamy

2 pole (AABC) 2-3v5 _\/—
|BC| V14

#l sposob. Odleglosé d miedzy prostymi réw- z
noleglymi I; i lo obliczymy w nastepujacy
sposob: wyznaczymy rownanie plaszczyzny w
prostopadlej do obu prostych (przechodzace]
przez wybrany punkt Py na prostej {; ), nastep-
nie wyznaczamy punkt P przecigeia tej plasz-
CZYZNY 7 Prosta [z i na koficu obliczamy odle-
glogé punktéw P, P (rys.}). Wektor normalny
n. plaszezyzny = jest rownolegly do wektora
kierunkowego vy prostej {1. Mozna przyjaé, ze
n = v = (1,2,3). Wapdlrzedne punktu Py -
nalezacego do prostej I} wyznaczamy tak jak

w | sposobie. Zatem P; = (1,2, —3). Rdwnanie

d =
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plaszezyzny @ przechodzace]j przez punkt P i prostopadiej do obu prostych ma postaé
m:{r—Ly—2,2+3)0(1,2,3)=0,
stad
w:x+2y+3z44=0.

Wapdhrzedne punktu P otrzymamy rozwiazujac uklad réwnan

x = 2t,
y:4t7
z = 6t,

x4+ 2y+32+4=0.
Po rozwigzaniu tego ukladu otrzymamy £ = —1/7, z = —2/7, y = —4/7, z = —-6/7.
Zatem Py = (—2/7,—4/7,—6/7). Odlegtosé d prostych réwnoleglych I; i Iz jest wigc

réwna
2 2 2
2 4 6 3
=_— P = — 2 e — — _ .
d = |PP| \/(1+7) +( +7> Jr( 3+7) 7\/70

(e) Odleglosé dwbéeh prostych skoénych jest réwna odlegtoéci dwéch plaszezyzn réwno-
leglych 71, 72 zawierajacych te proste (rys.). Aby wyznaczyd te plaszczyzny, najpierw
znajdziemy wektory kierunkowe vy i vp odpowiednio prostych [; i l;. Wektor kierun-
kowy v, prostej [; jest iloczynem wektorowym wektoréw normalnych plaszczyzn z = 0
iz+z=1, cavli

v = (1,0,0) x {1,0,1) = (0,1, 0).
Podobnie, wektor kierunkowy wg prostej ly jest réwny
vy = (1,1,0) x (0,0,1} = (1,—1,0).
Wspdlny wektor normalny n plaszezyzn réwnoleglych 71 1 my zawierajacych odpo-
wiednio proste {7 1 2, jest prostopadly do obu wektordw vy, vz, MoZna zatem przyiaé,
7
n=uwv; xwv =(0,1,0) x(1,1,0) = (0,0, -1}.
Napiszemy terag réwnania plaszezyzn mq 1wy, W
tym celn wybieramy po jednym punkcie na kaz-
dej = prostych. Na proste] I} wybralidmy punkt
A; = (0,0,1}, a na proste]j I punkt Ay = (0,1,0).
Réwnanie plaszczyzny m ma zatem postad
mi0-(z—0)+0-{y—0)—(z—1) =0,
stad m : z = 1. Podobnie réwnanie plaszezyzny
7z ma postad
me: 0 (z—0)+0-(y—1)—(z-0)=0,
stad 72 : z = 0. Korzystajac ze wzoru na od-
leglodé d plaszezysn réwnoleglych 71, m2 mamy
d = |1 = 0] = 1. Zatem réwniez odleglodé i odle- |
gloéé prostych Iy i lg jest réwna 1.
(I) Zauwazmy najpierw, ze prostal: z = —t, y = —1 + 2t, z = ¢ o wektorze kierun-
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kowym v = (—1,2,1) jest réwnolegla do plaszczyeny o : £ +y — 2+ 7 = 0 0 wektorze

- normalnym n = (1,1, —1). Rzeczywiscie, mamy bowlem
nov=(1,1,-1)0(-1,2,1) = 0.

Odleglod¢ prostej [ od plaszczyzny 7 jest rdwna odleglodei dowolnege punktu prostej

! od tej plaszczyzny. Wybieramy dowolny punkt P na prostej [. Przyjmujac t = (,

otrzymamy x = 0, y = —1 oraz z = 0. Stad P = (0, —1,0). Korzystajac ze wzoru na

odleglodé punktu od plaszezyzny otrzymamy

o+(-1)-0+7 6
BV CES TR ED ST
L] Zadanie 5.15. Obliczyé odleglosc:
(a) punktu P = (1,—2,3) od plaszczyzny n: x +y — 32+ 5= 0;
(b) plaszczyzn réwnoleglych m1 : 2z +y — 22 =0, m3: 2z +y — 22z — 3 =0;
(c) plaszczyzn my : . — 2y +2z+4+5=0, 73 : 3z — 6y + 62 — 3 =0
(d) punktu P = (0,1,—1) od prostej [ : & = 2t, y = —t, z = 3t (t € R);
{e) prostych réwnolegltych
hz—14+ty=-14+2t z=—-t {teR)
lhrz=—-2s,y=1—4s, 2=3+2s (s € R);

. r=2~0 =1
) prostych skoénych [ : { _ 0’ Iy : {z - 1;

(f
(g) prostych Iy : ¢ =9+4t, y=2-3t, z=t, loa: x =28,y = —T+9s, 2 =
2+2s (¢, s € R);

= 24 i,
(h) prostej I : { y = =3+ 2t, (t<R), od plaszczyzmy 7 : 2z +y+ 42 = 0.
z= 2 1

Odpowiedzi. (a) 5/v/11; (b) 1; (c} 2; (d) +/6/7; (e) V/14; {f) 1; (g) 57/7; (h) 3v/21/7.
B Przyktad 5.16. Obliczy¢ miare kata mi@dzy:
(a) prosta 1. a = =2-3t, y=—1—-2t, z =1t (t € R), i plaszczysna
7 2z —3y—5=0;
b) plaszezyznami m @ {z,y,2 ) (1,6,7) +s(—1,2,0) +¢(1,1,1) (s,t € R),
s {x,y, 2y = (3,4,5) +5(0,1,-3) + £(1,0,—-2) {s,t € R);
. L, Yy — 1,,_0 z—2y+2z=0,
(¢) prostymi I - {y z+3=0, b {—$+3y+2z == ().
Rozwigzanie.

(a) Miara kata o migdzy prosta, I o wektorze kierunkowym v i plaszczyzng « o wek-
torze normalnym 7 jest okreglona wzorem -
[ x v

¥ — arc cos

In|- v}
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Pontewas prosta [ ma wekbor kierunkowy » = (-3, 2,1}, a plaszczyzna n wektor
normalny n = {2, —3,0), wiec
Q¢ = arccos 12, -3,0) x (=3, -2, 1)] = arccos 13, -2, 13)|
V(=32 + (-2 +12 - V22 + 32 402 V1413
= arccosl =0

oznacza to, ze prosta [ jest réwnolegla do plaszczyzy .
(b) W tym przyktadzie wykorzystamy fakt méwigey, ze miara kata miedzy dwiema
plaszezyznami jest réwna mierze kata ostrego miedzy wektorami normalnymi tych
plaszczyzn. Wyznaczymy teraz wektory normalne plaszezyzn my 1 mg. Plaszczyzna m
jest rozpieta na wektorach w; = (—1,2,0), v1 = (1,1,1), a plaszezyzna m na wek-
torach ws = {0,1,—3), v2 = (1,0,—2). Wektory normalne 7, i n2 tych plaszeczyzn
maja odpowiednio postaci:

ng =uy X v =(-1,2,0) x {1,1,1) = (2,1, -3),

Mo = Uz X V2 = (0, 1, —3) X (1,0, -“2) = (72, 73, 71).
Miara kata ostrego a migdzy wektorami normalnymi ny i ny (a zatem i miedzy ptasz-
czyzharmi 71 i my) jest rowna
nyons (2,1,-3) 0 (2,3, ~1)|

il Tnal ~ " T (R AP (1

= arc cos =.

7
(c} Katem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry migdzy wektorami kierun-
kowymi tych prostych. Wektor kierunkowy vy prostej {; ma postaé

v = (1,1,0) % (0,1, —1) = {-1, 1,1),
a wektor kierunkowy wvs prostej {o postad
vo = (1,-2,1) x (—1,3,2) = (-7, -3,1).

Miara kata ostrego o miedzy wekiorami @y 1 v (a zatem 1 miara kata miedzy prostymi
I1ilg) jest réwna

(¥ — arccos

w1 © v (—1,1,1) 0 (=7, -3, 1)|
& = arccos-—————— = arccos .
fou - ezl 12124+ 12 (T2 4 (=8)2 + 12
5
= arc ¢os8 —.
VIT7

[0 Zadanie 5.16. Obliczy¢ miarg kata miedzy:
(a) prostal: oz =3+2t, y =1, z = —2-3¢ (¢ € R),iplaszczyznan: x—2 = 0;
(b) plaszczyznamim : z — 2y + 3z —-5=0,m: 2z +y—2+3=0;

= 1— t, =3 —2s,
(c) prostymi 3 : s y=—2+ &, (t€R), Lb:<y=4— s, (scR).
z= 3t Z2=1+43s

Odpowiedzi. (a) arccos1/v/26; (b) arccos3/ (2@); (¢) arccos 10/+/154.
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B Przyktad 5.17. Znalezé rzut prostokatny:
(a) punktu P = (1,0,—3) naprosta l: x =2t y=1—t, z=-1+2t {t € R);
(b) punktu P = (0,0,1) na plaszcayzne n: 2 +y — 2z -+ 4 =0

(c) prostej I : @ = y = z na plaszczyzng 7 : x + 2y + 32 — 6 = 0.

Rozwigzanie.

(a) 1 sposéb. Punkt P’ €[ jest rzutem prosto-
katnym pll]lktﬂ na prosta [, jezeli spetniony
jest warunek P'P | v, gdzie v oznacra wek-

tor kKerunkowy prostej {. Niech P’ = (x,¥, 2).
Wtedy

P—’]ﬁ:(l—az,—y,—'&—z).

e
Wektor P'P jest prostopadly do wektora v =
(2, —1,2) wtedy 1 tylko wtedy, gdy s

PPov=0¢= (1 -z, 5,3 200(2,~1,2)=0<= —2+y—2z—4=0.
Zatem wspétrzedne punktu P’ € | otrzymamy rozwigzujac uktad réwnan

T = 2,
= 1 - t:
z = —1+4+ 2%,

—2r+4y—2z=4.
Rozwigzaniem tego ukladu jest czwirka liceb t = —1/%, z = -2/9, ¢y = 10/9, z =

~11/9. Zatem
pr—( 2 U
9’9’ 9/’

Il spos6b. Szukany rzut P’ jest punktem, w ktérym prosta ! przecina plaszczyzne «
prostopadia do niej i przechodzaca przez punkt P. Réwnanie plaszezyzny n przecho-
dzace] przez punkt P = (1,0, 3) i o wektorze normalnym n = v = (2,—1,2) ma
postaé

20x—1)—(y—0)+2(z —3) =0 <
= 2r -y 224 4=10.

Zatem wspélrzedne punkiu
Pl = (26,1 —t,—1+2¢)
wyznaczamy z zaleznodci
WUy — (1 — 1) +2{—1+26) +4=0.
Stad 9t + 1 =0, czyli t = —1/9, wiec

2 10 11
P={-2=-=).
( 9' g’ 9)

(b} I sposéh. Punkt P’ € 7 jest rzutem prostokstnym punktu P na plaszczyzne T,

. "
jezeli spelniony jest warunek P'P || n, gdzie n ozmacza wektor normalny plaszezyzny
7 (rys.). Niech P! = (z,y,z). Wtedy P'P = (—z,—y,1 — z). Wektor P'P jest réw-

s
SRR
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nolegty do wektora n = (1,1, —2) wtedy i tylko wtedy, gdy P'P =k n dla pewnego
k€ R\ {0} . Wspdtrzedne punktu P’ spetniaja zatem ukiad réwnan

—:r__—yil_—z

{x+y22+4——0, |

1 1 =2

gduie podwdjue réwnanie ukladu jest warun-
kiem réwnolegloéci wektoréw P'P i n. Uklad
ten jest réwnowazny uktadowi

r y— 2z=-4,

r— y = 0, !‘

y+4+ z= 1,

ktorego rozwiazaniem jest trojka liczb x =
—1/3,y = —1/3, z = 5/3. Zatem

1 15

P=——>-%=].

(3 53)
il sposéb Niech [ oznacza prosta prostopadia ‘
do plaszczyzny « i przechodzacs przez punkt P
(rys.). Zatem jej wektor kierunkowy v = n. Stad
réwnanie parametryczne tej prostej ma postad

l:x=ty=tz=1—2t (t=R).
Szukany rzut P’ jest punktem wspdlaym prostej
| i plaszezyzny n. Jego wspélrzedne (4,1 — 2t)
wstawiamy do réwnania plaszcezyzny « otrzymu-
jaci+1—2(1—2¢)+4=0. Stad 6142 = 0, wigc
t=—1/3. Zatem

1 15
"—— e — ———— —
P_( 3’ 33)

{c) Rzut prostej ! na plaszezyzng m wyznaczymy
w nastepujacy sposib. Na prostej [ wybieramy
dwa dowolne punkty A i B. Nastepnie znajdu-
jemy rzuty prostokatne A’ i B’ tych punktéw na
plaszczyzne o Rzutem prostokatnym prostej i
na plaszczyzne w bedzie wtedy prosta I’ przecho-
dzaca przez punkty A’ i B’ (rys.}. Dla uprosz-
czenia obliczen wygodnie jest prayjaé, ze A jest
punktem przeciecia prostej ! i plaszczyzny .
Witedy A’ = A. Niech A = {z,y, z). Wspbirzedne
punktu A spelniajg uktad réwnai

T = t,
y=1 .
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Rozwiazaniem tego uldadu jest tréjkaliczbr =1,y =1, z=1 Zatem A = (1,1,1) =
A'. Wybieramy teraz dowolny punkt B = (z',y', z") # A na prostej {. Przyjmujac np.
' =0, otrzymamy 3y = 0 oraz 2’ = 0. Postepujac podobnie jak w punkcie (b} tego
przykiadu znajdziemy rzut prostokatny B’ punktu B na plaszczyzne m. Mamy B’ —
(3/7,6/7,9/7). Teraz znajdziemy réwnanie prostej I’ przechodzacej przez punkty A’
i B’. Mamy '

po 4 _ 1 _ 2

I :c—1+?t,y—1+?t,z—1f?t, (t € R).

Przyjmujac { = 7s otrzymamy uproszczong postaé réwnania
Vix=1+4s,y=1+4+3s2=1—25 (s€R).

L Zadanie 5.17. ZnaleZ¢ raut prostokatny:
(a) punktu P = (—3,2,0) na plaszczyzne 7 : x +y+ 2z = 0;
(b) punktu P = (~1,2,0) na prosta ! : = =y = z;
{c) prostej I : x =3+t y=5+2t z=—1 (+ € R), na plaszczyzne
. mrx+3y—2z2—6=0.
Odpowiedzi. {a) (—8/3,7/3,1/3); (0) (1/3,1/3,1/3); ()’ 1 z=1+t,y=1+t, z=
—1+42t (tER).
B Przyktad 5.18. Znalezé punkt symetryczny do punktu P = (0, 1,3) wzgledem:
{(a) punktu S = (1,0, —1); (b) prostej [ : & = ~1-2t, y = ¢, 2 =5-+3t (t € R);
(¢) plaszczymy 7 : x +y+ 2z = 0.
Rozwigzanie.
{a) Punkt P’ jest symetryczny do punktu P
wzgledem punktu S, jezeli spelnia waruneck

ey m——

SP' =-8P.

—
Niech P’ = (z,vy, 2). Wiedy 8P = (z—1,y,2+1)
— -

oraz SP = (—1,1,4). Z warunku SP" = — 81 wy-
nika, ze wspdlrzedne punktu P’ spelniaja ukiad

réwmnan
r—1=1,
{y_—_]-a
z+1=—4.

Rozwigzaniem tego ukiadu jest tréojka liczb = =

2,y =—1, 2 = —5. Zatem P’ = (2, -1, —5).

(b) Punkt P’ jest symetryczny do punktu P wzgledem prostej [, jezeli spetnia waru-
nek

— —

SP = -8P,
gdzie 5 oznacza rzut prostokatny punktu P na presta [. Znajdziemy teraz rzut pro-
stokatny S punktu P = (0,1, 3) na prostg (.
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| spos6b wyznaczania S. Punkt & nalezy do
prostej I, wiec spelnia jej réwnania, czyli

e
§ = (—1-2t,t,5+43%). Ponadto wektor SP
jest prostopadly do wektora kierunkowego
v tej prostej, wiec spelnia warunek

—
SPov=0+(=
= (1 — 214 —2—3t)0(=2,1,3) =0
= 1t - T=0+=>1t=-1%
Zatem S = {0,—1/2,7/2).
Il sposéb wyznaczania S. Punkt S jest
punktem przeciecia prostej ! z plaszezyzna
o prostopadia do ! i przechodzacs przez
punkt P. Réwnanie plaszezyzny © o wekto-
rze normalnym nn = v 1 zawierajacej punkt
P jest postaci
oom —2z4+y+ 32— 10=10.

Wspdlrzedne (—1 — 2¢,¢,5 + 3t) punktu S
wyznaczymy z zaleznoéci

—2(—-1-—28) + £+ 3(5+ 3t) — 10 = 0.
Stad 14t + 7 = 0. Zatem t = —1/2, wiec
5 = (0,—1/2,7/2). Znajdziemy teraz F’.
Niech P’ = (2',y', z"). Wtedy

5P — (m’wo,yurg:zfg) oraz SP = (O’ _)-

2’ 2
— —
Z warunku SP = —SP’ mamy
1 7 3 1
_IM ! - n'__ — - = ' 7 ! — .
(:r, 0,y +2,2 2) (0,2, 2) — (z',y,2") = (0,-2,4).

Zatem P’ = (0,—2,4).

(¢) Punkt P’ jest symetryczny do punktu P wrgledem plaszczyzuy m, jezeli speinia
— —

warunek SP = —S8P, gdzie § oznacza rzut prostokatny punktu P na plaszczy-

zne 7. Znajdziemy teraz rzut prostokatny S punktu P = (0,1,3) na plaszczyzng

n:rz+y+z=0
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| spos6b wyznaczania 5. Niech § = (z,¥, 2). Poniewaz punkt S nalezy do plaszczyzny
7, wiec spelnia jej rownanie. Ponadto wektor SP jest prostopadly do tej plaszczyzny,
wiec jest rownolegly do wektora normalnego n plaszezyzny 7, czyli spetnia warunek
SP = kn dia pewnego & € R\ {0}. Mamy n = (1,1,1) oraz SP = (—z,1-9y,3—-2).
Zatem wepdlrzedne punktu § spelniajg uklad réwnafn

r+y+z=0,
—r 11—y 33—z
r1 17

’ —
gdzie podwdjne réwnanie ukladu jest warunkiem rownoleglosci wektordw SP i n.
Uklad ten jest réwnowazny ukladowi

z+y+z=0,
AJ‘%’!} 217
s | —x 4+ z = 3.

Rozwigzaniem tego ukladu jest trojka licsb ¢ = —4/3, y = —1/3, 2 = 5/3.
Il spos6b wyznaczania S. Prosta przechodzaca
przez punkt P i prostopadla do plaszczyzny =«
" opisana jest Téwnaniem
l:x=ty=1+4+t2=3+t{ eR).
Niech S bedzie punktem przeciecia prostej [ i
plaszezyzny w. Zatem S = (t,1 +¢,3 + ¢) oraz
t+(14+8)+(3+1) =0. Stad ¢t = —4/3, zatem

4 15
5= (‘5"5’ 5) '

Znajdziemy teraz P’. Niech P = (z',v,2").
Wtedy

e 4 1 5

SP! — ! i 7 - ! I

(m+yy+3ﬂ 3)
oraz
s (221)
3°3°3
—— —

Z warunku SP = —8P' mamy

IL'I*F% f+}z/7§7 444@(.'.rr)__ _§_§1
37y 3? 3 - 3}3’3 J“:yiz - 37 373 N

Zatem
P = ,§ f§ 1
37 383/
[l Zadanie 5.18. Znalezé punkt symetryczny do punktu P = (2,3, —1) wzgledem:

{m+y=Q

(a) punktu S = (1,—1,2); (b) prostej I : y+z=0;

(c) plaszcoysny w: 22 —y+ 2 —6 = Q.
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Odpowiedzi. (a) (0, —5,5); (b) (—10/3,—-5/3,—1/3) (c) (6,1,1}.

B Przyktad 5.19. Znale#é rzut ukoény w kierunku wektora w = (1, —1,1):

(a) punktu P = (0,1,0) na plaszczyzne = : = + 3y — 6 = (;

{(b) prostej I : z =1t, y = —t/2, z=t/3 (¢t € R), na plaszcayzng
m:rx+yt+z—5=0.

Rozwigzanie.
(a) Rzut punktu P na plaszczyzng m w kie-
runku wektora w jest punktem przecigcia pro-
stej [, o wektorze kierunkowym w, popro-
wadzonej przez punkt P, z plaszczyzng w
(rys.). Znajdziemy najpierw réwnanie para-
metryczne prostej { 0 wektorze kierunkowym
w = (1, —1, 1) przechodzgcej przez punkt P =
(0,1,0). Mamy

lix=t y=1—tz=t, {t<R)
Wysnaczymy teraz punkt P’ = (&, y, z) prze-
ciecia prostej [ # plaszczyzng m. Wapdlrzedne
tego punktn speiniaja ukiad réwnan

T =t,
'y:l—‘{;’

z =1,
r+3y—6=0.

Rozwiazaniem ukladu jest czwérka liczb t = —3/2, & = —3/2,y = 5/2, z = —3/2.

Zatem
35 3
,-— —_—— — — —
P ( 2’2’ 2)'

(b) Rzut prostej [ na plaszezyzne m w kierunku wektora w wyznaczymy w nastepujacy
sposéb. Na prostej I wybieramy dwa dowolne punkty A i B. Nastepnie znajdujemy ich
rzuty A’ i B na plaszezyzne m w kierunku wektora w. Rzutem proste] I na plaszezyzng
7 w kierunku wektora w bedszie prosta I’ przechodzgca przez punkty A’ i B’ (rys.).

Dla uproszczenia obliczen wygodnie jest
przyiaé, ze A jest punktemn przeciecia pro-
stej | z plaszczyrng 7. Wtedy oczywidcie
A’ = A, Niech A = (z,y, z). Wspblrzedne
punktu A speiniaig uklad réwnaf

r=1t,
y:_t/ga
z2=1/3,

z+y+z—5=0.

Rozwigzaniem tego uktadu jest czwérka liczh ¢t = 6, x = 6, y = —3, 2 = 2. Zatem
A = (6,-3,2) = A'. Wybieramy teraz dowolny punkt B # A na prostej l. Przyjmujac
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np. ¢ = 0 otrzymamy B = (0,0,0). Postepujac podobnie jak w punkcie (a) tego
przykiadu znajdziemy rzut B’ = (5, ~5,5) punktu B na plaszczyzng m w kierunky
wektora w. Teraz zmajdziemy réwuanie proste] I’ przechodzacej przez punkty A’ 1 B/,
Mamy

Fio=6—t,y=—-3-2,2=2+43t (tcR}.

Il Zadanie 5.19. Znalezé rzut ukoény w kierunku wektora v = (2,3, —1):

(a) punktu O = (0,0,0) na plaszczyzng m: z — 22 +8 = (;

(b) prostej I : =1+t y=—1+4¢ z=2+1 (t € R), na plaszczyzneg
Trx—y+z—1=0

Odpowiedzi. (a) (—4,—6,2); (b) ' : x= -2+ 4t, y=—4+5f, z=—-1+1t {t cR).

B Przyktad 5.20. Obliczy¢ objetodci i pola powierzchni bryl ograniczonych

plaszczyznami:

(a)x=0,y=2, z=—1, s +y-+2=06;

bYz=1,z=2,2—-y=0,z—y=3, y+2=0,y+tz2=4

Rozwiazanie.

{a) Bryla V rozwazana w zadaniu jest czworoscianem, ktory ma trzy parami prosto-
padie ptaszezyzny. Wyznaczymy najpierw wierzcholki A, B, ), D tego czworosciamu.
Wspolrzedne tych wierzchotkéw spelniaja odpowiednio uklady réwnafi

z =0, =0, z =0, y =2,
A:{y:Z, B:{y——Z, C:{z-—l, D¢ z=-1,
z=—1, z+y+z=86, r+y+z=6, T4y -+ z=26,

z

B

Po rozwigzaniu tych ukladéw otrzymamy A = (0,2, -1), B=({0,2,4), C =(0,7,-1)
oraz D = (5,2, —1). Poniewaz caworoscian V jest rozpiety na wektorach
— —— —
AB = (0,0,5), AC = (0,5,0}, AD = (5,0,0),
wiee jego objetodé mozna obliczyé wykorzystujac iloczyn mieszany wektoréow. Mamy
lyf—=-—= =y 1.-[205 125
objetosé (V) — = i(AB,AC,AD)’ =—|det | 0 5 O
6 6 5 0 0
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Do obliczenia p_(ﬂierzc}mi calkowitej S czworoscianu V' wykorzystamy iloczyn wek-
- torowy. Mamy DB = {-5,0,5) oraz DC = (—5,5,0). Zatem
pole (§) = pole {Saapc) + pole (Saasp) + pole (Saacn) + pole (Sapsc)

1 ey ——3 — B — e —_— —]
E(|ABxAC|+]ABxAD|+|AC'><AD|+|DB><DC|)

1 . . .
5 (1 54|+ [25F| + | — 25K + [ — 265i — 255 — 25k|)

% (75 4 25\/5) .

fl

| + | | + | | + |

il

SR

ijk ijk ik i ik
005 005 05 0 505
05 0 50 0 50 0 550

(b) Bryla rozwazana w zadaniu jest réwnole-
gloscianem V' o wierzcholkach 4, B, C, D, A',
B, C" i [V (zys.). Do obliczenia objetodel i
pola, powierzchni catkowitej ftego réwnolegio-
fciahu wystarczy znajomosé punktéw A, B,
D i A, Wspdirzedne tych punkiow spetiaja
odpowiednio uktady réwnan

r=1, r=1,
A:{xy:{], B:{ﬂ:—y-ﬁi,
y+z2=0, y+z=0,
T = 1’ ; T = 2,
D:{x—y—O, A:{wy—O, ‘
Y4z =4, y+z=0.
Po rezwigzaniu tych ukladdéw otrzymamy |
A= (1,1,-1), B=(1,-2,2), D=(1,1,3), A’ =(2,2,-2).
Poniewaz rozwagany réwnoleglodcian jest rozpiety na wektorach
— — —
AB ={0,-3,3), AD =(0,0,4), AA" =(1,1,-1),

wiee jego objetod¢ mozna obliczyé ze waoru

_— 0 -3 3
objetosé (V) = ‘(AB,AD,AA’) —1l0o 0 4{1=12
1 1 -1

Z kolei pole powierzchni catkowitej S tego réwnoleglodeianu wyraza sig wrorem
pole(S) = 2(pole (Soancp) + pole (Soasp ar) + pole (Scaspp))
2 (|4B x AD| + [4B x 44| + [44' x 4D])

i jk i § k ij k
:2(|0—33|+103 31+ ]j1 1 =1
0 04 1 1 -1 0.0 4

= 2(|—12i|-|— [3j+3k|+14z‘—4j|) =2 (12 + 3v2+4v2) = 24 + 14V2.
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[} Zadanie 5.20. Obliczy¢ objetodel i pola powierzchni bryl ograniczonych
plaszczyznami:

(a)z=1y=—-1z2=3, a+y—+z=15
blz—y=1lz—y=5z4+2:=0,z+2z=3,z=~1, z=4.

Odpowiedzi. (a) objetosé = 4/3, pole = 9; (h) objetosé = 60,

pole = 2 (15v/2 + 205 + v/4154) .

B Przykfad 5.21. Obliczyé pole tréjkata utworzonego przez parami przecina-
jace sie proste:

x=t, r=3, r= 3+ du,
lh:8 y=1, lo:<{ y=3—23s, Is:¢ y= 0,
z=t(t ¢ R), 2=3— 6s(s € R), z==3— 3u(ucR).

z

Rozwiazanie. Znajdziemny najpierw punkty
przeciecia tych prostych. Niech A bedzie punk-
tem przeciecia prostych [y i {3. Zatem

A= (t,,8) = (3+3u,0,—3 — 3u).
Stad £ =0, 4 = —1, czyli A = (0,0,0). Niech
B bedzie punktem przeciecia prostych {7 i Io.
Zatem

B={ftt)=(3,3—-3s3—6s).

Stad t = 3, s = 0, czyli B = (3,3,3). Niech
€ bedzie punktem przeciecia prostych Iz i ls.
Zatem
C={3,3-3s3-6s)={3+3u,0,-3— 3u).
Stad s = 1, u = 0, czyli C = (3,0, -3). Pole
tréjkata ABC mozna obliczyé ze wzoru

1
pole (AABC) = §|}TB> XE,

Lo

1 1
= —(3,3,3 —3) ==
513,3,3) x (3,0,-3)] = |

[UUIVI N
e JNIE RN

i
oo

1. . 9
= 5[—91+18_7—9k|:§\/€.

[1 Zadanie 5.21. Obliczy¢ pole tréjkata utworzonego przez parami przecinajace
sig proste:

T=—242, =10, T= — 2p,
Iy :qy= 0, lo:4 y=34+3s, l3:¢ y=3—3p,
Zm 4t (1 € R), z= — 4s(s £ R), =) (p € R).

Odpowiedzi. /61.
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B Przyktad 5.22. Czworocian ma wierz- ;2
* cholki: 4 = {0,0,0), B = (4,0,0), C =
(0,6,0), D = (0,0,8). Wyznaczy¢ frodek
i promien kuli opisanej na tym czworodcia-
nie.

7 LGNS
/,’l"'l/niﬂi |“:‘\\\_

Rozwigzanie. Niech S = (z,y, z) bedzie érod- {.'.'g,!".'E =- “” Y
L

N

kiem, a R promieniem kuli opisanej na czwo-
roécianie ABCD. Wtedy \“\'\%? =!:§=_' .

541 = 58| = |SC| = |SD| = k. 2 NN PG

Zapisujac te réwnoscei w formie ulkdadu réwnan

_,
s
.

otrzymainy
Ve 0P+ =07+ =02 =/~ 7+ {y— 0 + (= - 07,

VE AP (0P (= 0P = /(& =0+ (v — 67 + (2~ 0,
VE 0P -0 (02 =& 0 1 (y— 07 + (= -8

Stad
T =2,
—2z 4+ 3y = 3,
—Jy+4z=".

Rozwiazaniem tego nkladu réwnaf jest tréjka z = 2,y = 3,z = 4. Zatem S =
(2,3,4). Obliczymy teraz promiefi kuli opisanej na czworoscianie ABCD. Mamy

R=|8A]=/(Z 02+ (300 + (4— 0% = v29.

1 Zadanie 5.22. Stacje radarowe S7, Sa, S3 umieszczone sg w wierzchotkach
trojkata prostokatnego o przyprostokatnych Iy = 30km, Iy = 40km (rys.).
Pomiary odleglogcl samolotu S od tych stacji daly nastepujace wyniki: dj =
30km, dp = 40km, d3 = 40km. Obliczy¢, na jakie] wysokoéci h leciat samolot.

¥R

Odpowiedz. h = 200\/171/3 km.




