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' Wstep

Niniejsza ksiazka® jest pierwsza czeScia zestawu podrecznikéw do przed-
miotu Algebra z geometria analityczng. Pozostalymi czeSciami zestawu sa
zbioér zadan pt. ,Algebra i geometria analityczna. Przyktady i zadania” oraz
opracowanie pt. ,Algebra i geometria analityczna. Kolokwia i egzaminy’ . Ksigz-
ki te sa przeznaczone gléwnie dla studentéw politechnik. Moga z nich korzystad
takze studenci wydzialéw nauk Scistych i przyrodniczych uniwersytetéw oraz
uczelni ekonomicznych, pedagogicznych, rolniczych oraz wojskowych.

Material zawarty w podreczniku obejmuje liczby zespolone, wielomiany,
macierze 1 wyznaczniki, uklady réwnan liniowych, geometrie analityczng w
przestrzeni oraz krzywe stozkowe. Wszystkie zagadnienia teoretyczne zakon-
czone sa Cwiczeniami, przy czym poczatkowe z nich sa z reguly najprostsze.
Do wybranych twierdzen podane sa dowody. Fragmenty materialu oznaczone
gwiazdka nieznacznie wykraczaja poza aktualnie obowigzujacy program przed-
miotu. W ten sam sposéb oznaczono trudniejsze ¢wiczenia. Dodatkowy ma-
terial oraz trudniejsze ¢wiczenia dolaczono z mysla o studentach, ktérzy chea
rozszerzy¢ swoja wiedze z algebry i geometrii analitycznej. Studentéw zainte-
resowanych rozwigzywaniem trudnych i nietypowych zadan z tego przedmiotu
zachgcamy do zapoznania sie z ksiazka ,Studencki konkurs matematyczny. Za-
dania z rozwigzaniami’.

Réwnolegle do materiatlu teoretycznego omawianego na wykladach stu-
denci powinni rozwiazywa¢ samodzielnie zadania. Zbiér takich zadan wraz z
metodami ich rozwigzywania mozna znale7é w drugleJ czesci zestawu pt. ,Al-
gebra i geometria analityczna. Przyklady i zadania®. Cwiczenia z tej ksiazki
oraz zadania z drugiej czeSci podrecznika s podobnych typow i maja ten
sam stopien trudno$ci jak zadania, ktére zwykle pojawiaja na kolokwiach i
egzaminach. Zestawy zadan, ktére w poprzednich latach studenci Politechniki
Wroclawskiej rozwiazywali na sprawdzianach, umieszczone sg w trzeciej czesci
zestawu pt. , Algebra i geometria analityczna. Kolokwia i egzaminy’.

"Do 2005 r. ksiazka miala tytul ,Algebra liniowa 1. Definicje, twierdzenia, wzory” .
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Do obecnego wydania dodano nowy paragraf ,Krzywe stozkowe w przyro-
dzie, nauce i technice”, a rozdzialy poprzedzono oméwieniem ich zawartosci.
Ponadto, poprawiono zauwazone bledy i usterki.

Serdecznie dzigkujemy Kolezankom i Kolegom z Wydzialu Matematyki
Politechniki Wroclawskiej oraz naszym Studentom za uwagi o poprzednich
wydaniach podrecznika. Podzigkowania skladamy takze dr. Jerzemu Cislo za
wyjasnienia spraw zwigzanych z nawigacja w zeglarstwie.

Teresa Jurlewicz Zbigniew Skoczylas



Liczby zespolone

W pierwszym rozdziale wprowadzamy liczby zespolone oraz dzialania na
nich. Nastepnie omawiamy posta¢ algebraiczng, trygonometryczng i wyktad-
niczg tych liczb. Rozdzial kohczymy pierwiastkowaniem liczb zespolonych.

1.1. Podstawowe definicje i wtasnosci

Definicja 1.1. (liczba zespolona, dziatania w zbiorze liczb zespolonych)
Liczbq zespolong nazywamy pare uporzadkowang liczb rzeczywistych, np. (z,y),
(u,v), (a,b). Liczby zespolone oznaczamy krétko przez z, w itp. Zbiér wszyst-
kich liczb zespolonych oznaczamy przez C. Mamy zatem

C={z=(z,y): z,y € R}.

Liczbe zespolona z = (z,y) przed-
stawiamy na plaszczyZnie w postaci
punktu o wspéhrzednych (z,y) albo
wektora o poczatku w punkcie (0,0) L .
i koncu (z,y). W tej interpretacji
zbiér wszystkich liczb zespolonych Rys. 1.1. Interpretacja geometryczna
nazywamy plaszezyzng zespolong. higaly: mespolone)

W zbiorze C wprowadzamy dwa dzialania — dodawanie i mnozenie. Sume
liczb zespolonych z; = (z1,41), 22 = (22, 72) okreslamy wzorem:
21+ 22 = (21 + 72, 11 +42),
a ich iloczyn wzorem:
21 - 22 = (122 — Y1y2, T1Y2 + T2u1) -

Uwaga. Z okreslenia pary uporzadkowanej wynika, ze liczby zespolone z; =
(T1,91), 22 = (22, y2) sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy z1 = zy oraz y; = ys.
Noczyn 2 - z- ...z zlozony z n czynnikéw zespolonych z oznaczamy przez 2".
Notka historyczna. Liczby zespolone pojawily sie po raz pierwszy w XVI
wieku. Wykorzystywano je (uzywajac formalnie symbolu v/—1) do obliczania
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pierwiastkéw rzeczywistych wielomianéw stopnia trzeciego (wzory Cardana®*).
Pierwszg $cisty teorie liczb zespolonych podat w XIX wicku Carl Gauss'. Jego
interpretacja geometryczna liczb zespolonych oraz wprowadzona symbolika sa
stosowane wspolczesnie.

Cwiczenie 1.2. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej liczby:
(@) 21=(3,2); (b)) 2=(=3,1);  (¢) z3=(10,0);  (d) 24 = (0,—-4).

Cwiczenie 1.3. Dla z; = (0,1), 23 = (3, —4) oraz 23 = (\/5, —3) obliczy¢:
(a) 21 + 29, 29 + 23; (b) 21 - 29, 29 - 23; (¢) (21)2.

Cwiczenie 1.4. (wlasnodci dziatan w zbiorze liczb zespolonych)
Niech zj, 22, 23 beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Pokazad, ze:
(1) dodawanie liczb zespolonych jest:

(a) przemienne, tzn. z;+29 = 29+21;

(b) laczne, tzn. (z1+22) + 23 = 21+ (22+23) ;
(2) dla kazdej liczby zespolonej z liczba 0 = (0,0) spelnia réwnosé z +0 = z;
(3) dla kazdej liczby zespolonej z = (z,y) liczba —z = (—z, —y) spelnia réw-
nos¢ z + (—z) = 0;
(4) mnozenie liczb zespolonych jest

(a) przemienne, tzn. 2; - 2o = 29 - 21;

(b) taczne, tzn. (2 - 29) - 23 = 21 - (22 - 23);
(5) dla kazdej liczby zespolonej z liczba 1 = (1,0) spelnia réwnosé¢ z - 1 = z;
(6) dla kazdej liczby zespolonej z = (z,y) # 0 liczba

1 T Y

z ($2+y2’_$2+y2 )

spelnia réwnosé z - — = 1;
z

(7) mnozenie liczb zespolonych jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.
zl-(22+23)=21-22+21 *23.

Uwaga. Liczby zespolone 0, —z, 1 oraz 1/z, wprowadzone odpowiednio w
punktach (2), (3), (5) oraz (6), sa jedynymi liczbami o zadanych wlasnosciach.
Liczby te nazywamy: 0 — elementem neutralnym dodawania, —z — elementem
przeciwnym do liczby z, 1 — elementem neutralnym mnozenia, 1/z — elementem
odwrotnym do liczby z.

*Geronimo Cardano (1501-1576), matematyk, filozof i lekarz wioski.
fCarl Friedrich Gauss (1777-1855), matematyk, astronom i fizyk niemiecki.
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Cwiczenie 1.5. Pokazaé, ze jezeli liczby zespolone zj, 2o spelniaja warunck
21:22=0,t0 21 =0 1ub 20 = 0.

Definicja 1.6. (roznica i iloraz liczb zespolonych)

Niech z1, 23 € C beda dowolnymi liczbami zespolonymi.
Réznicg liczb zespolonych okreslamy wzorem:
2i—z=2+(-=).

lloraz liczb zespolonych okre§lamy wzorem:

z i ;

—1=z1-—, oile z #0.

22 z2
Uwaga. Wszystkie reguly podstawowych dziatan algebraicznych (dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie), znane dla liczb rzeczywistych, obowiazuja
takze w zbiorze liczb zespolonych. W szczegdlnoéci prawdziwe sa wzory skré-
conego mnozenia, wz6r dwumianowy Newtona, wzory na sume wyrazéow ciagu
arytmetycznego i geometrycznego itp.

Cwiczenie 1.7. Obliczyé:
(—Ir_2) (D’ 76)
4,-1) — (-3,5); b) ~————=; .
Uwaga. Latwo zauwazy¢, ze liczby zespolone postaci (z,0) (x € R) maja
nastepujace wlasnosci:
(21,0) + (22,0) = (21 + 22,0); (21,0) — (22,0) = (21 — z2,0);
(z1,0) ( T ) .
oy = | =:0),0ilezz #0.
(22,0) - o ile x5 #
Z wlasnosci tych wynika, ze zbiér R = { (x,0) : = € R} mozna utozsamiaé ze
zbiorem liczb rzeczywistych R. Bedziemy pisali zatem z zamiast (z,0).

()

(31!0) : (3;2’0) = ("L‘l "7"2!0);

o
o
k-uE--,

Rys. 1.2. Zbiory Ci R

1.2. Postac algebraiczna liczby zespolonej

Definicja 1.8. (jednostka urojona)

Liczbe zespolona (0,1) nazywamy jednostkg urojong i oznaczamy ja symbo-
lem i: ¢ = (0,1).
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Cwiczenie 1.9. Pokazaé, ze liczba i jest rozwiazaniem réwnania 22 + 1 = 0.

FAKT 1.10. (postaé algebraiczna liczby zespolonej)
Kazda liczbe zespolona z mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci:
z=xz+1iy (x,y€R).

Ten sposéb przedstawiania liczb zespolonych nazywamy postacia algebraiczng.
Liczbe z nazywamy wéwczas czedciq rzeczywistq (z tac. realis) liczby zespolonej
z, co zapisujemy Rez = z, a liczbe y jej czesciq urojong (z tac. imaginalis), co
zapisujemy Im z = y. Ponadto latwo zauwazy¢, ze liczby zespolone w postaci
algebraicznej z1 = xy + iy1, 22 = Ta + ty2 sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
ich czesci rzeczywiste i odpowiednio urojone sa réwne, czyli, gdy

Rez; = Rezs Imz; =Imzo.

Dowdéd. Zauwazmy, ze (z,y) = (z,0)+(0,y) = (z,0)+(0,1)(y, 0), co po utozsamieniu
liczb postaci (z,0) z liczbami z oznacza, ze z = x + iy dla z,y € R. Jednoznacznosc
tego przedstawienia wynika z tego, ze gdyby jednoczeénie zachodzil zwiazek » =
z1 +iy; dla z1,y1 € R, to mieliby$my (x1,0)+(0,1) (y1,0) = (z1,11) = (x.9), a wiec
Ty =I,%h =Y.

Uwaga. Liczbe zespolona postaci iy (y € R\ {0}) nazywamy czysto urojong.
Nie kazde przedstawienie liczby zespolonej w formie = + iy jest jej postacia
algebraiczng. Niezbedne jest dodanie warunku x,y € R. Np. przedstawienie
1+ i(—21) nie jest postacia algebraiczna liczby 3.

g Imz
3 5 z=x+ 1ty
5 2 L e S i
8 2 I
8 ; ‘
N ] ) [
liczba czysto urojona ——=e _g
8
¥ |
; I Rez
e |
o$ rzeczywista 1 T
Rys. 1.3. Osie rzeczywista i uro- Rys. 1.4. Interpretacja geometryczna
jona na plaszczyznie zespolonej postaci algebraicznej liczby zespolonej

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie liczb zespolonych w postaci algebraiczne]
wykonujemy tak jak dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianéw zmien-
nej i, przy warunku i? = —1. Przy dzieleniu przez liczbe zespolong z + iy
(z,y € R) nalezy dzielna i dzielnik pomnozy¢ przez x — iy, aby w mianowniku
uzyskaé liczbe rzeczywista.
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Cwiczenie 1.11. Wykonaé¢ dzialania:

(a) (1- V3i) + (1+v2);  (b) (3i —2) — (1 2i);

(c) (1 + 2i) (=3 + 4i); ()2

Cwiczenie 1.12. Niech z, 21, 29 € C. Uzasadnié réwnosci:
(a) Re (21 + 22) = Rez; + Rezy; (b) Im (21 + 22) = Im2; + Tm 29;

(c) Re (iz) = —Imz; (d) Im (iz) = Rez.

Cwiczenie 1.13. Znalesé liczby zespolone spelniajace warunki:

(a) 22 + 45 = 0; (b) Rez—3Imz =2; (c) Re (iz) +1=0;
z+2 3z+1

@5 =%77 (©-6:+10=0; (F) Im (2%) = (2 — i)z

Wsk. Wykorzysta¢ przedstawienie algebraiczne liczb zespolonych i warunek
ich réwnoséci
Definicja 1.14. (sprzezenie liczby zespolonej)

Sprzezeniem liczby zespolonej z = z+iy (x,y € R) nazywamy liczbe zespolona
Z okreslona wzorem:

Z=zx—1y.

Liczba sprzezona do liczby zespolonej jest jej obrazem w symetrii wzgledem
osi Rez (rys. 1.5).

Im z

WY e e

Rez

S et e S

Rys. 1.5. Interpretacja geometryczna sprzezenia liczby zespolonej

FAKT 1.15. (wlasnosci sprzezenia liczb zespolonych)
Niech z1, 29 € C. Wtedy
Dzntz==a+7 2z —zm=7—72;

@)z m=7"% (4) (z—l)zg,oile@%o-
2

z2
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Uwaga. Réwnosci w punktach (1) i (3) sa prawdziwe dla dowolnej liczby od-
powiednio skladnikéw i czynnikéw.

Dowdd. Udowodnimy wlasnosei (1), (4). Dowody pozostalych wlasnosci sprzezenia
liczb zespolonych pozostawiamy Czytelnikowi. Niech z; = x1 + w1, 22 = 22 + 192
(z1, y1, x2, y2 € R). Wtedy mamy odpowiednio

(1) zZi+2z2 = 1 +iy1 + 22 +iy2 = (1 + 22) +i (1 +42)
= (.’L‘l +:r:2)—z'(y1+y2):zlfiy1+ar;2—iy2 = Z1 + Zo.

(4) (Z_l) E (Il +iy1) _ (@ tiy) (w2 —dy2) _ T1Z2 F oy | Toy1 — T1gn,

22 T2 + iy2 (3 +v3) R 3+ 3
CmE by Tah - Taye . (21 —dy) (T2 + i)
T TRy B+ B+
T E_l
T —iy2 Z2

Cwiczenie 1.16. Sprawdzié, ze

(a) 2+Z=2Rez; (b)z—2z=2ilmz; (c) (Z) =2 (d)Im (z)=—Imz.

Cwiczenie 1.17. Rozwiazaé réwnania:

(a) 22 + (3 —i)Z = 5 + 4i; (b) z+i=2z+1;

() z-Z+(z2—2)=3+2i; (d)z+z+i(z—%) =5+ 3.

Wsk. Wykorzystaé przedstawienie algebraiczne liczb zespolonych i warunek
ich réwnosei

Cwiczenie 1.18. Uzasadni¢ réwnowaznoéci:

(a) liczba zespolona z jest liczba rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy z = Z;
(b) liczba zespolona z # 0 jest liczba czysto urojona wtedy i tylko wtedy, gdy

zZ=—z.

Cwiczenie 1.19. Dlaczego w zbiorze liczb zespolonych nie mozna wprowadzic
relacji nieréwnoéci (<) tak, aby zachowane byly jej wiasnoéci ze zbioru liczb
rzeczywistych?

1.3. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Definicja 1.20. (modul liczby zespolonej)

Modutem liczby zespolonej z = z + iy (z,y € R) nazywamy nieujemng liczbe
rzeczywista |z| okreslong wzorem:

|2| = /22 + 2.
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(a) Imz (b) Im z
. z zz
B | s i

| /
!
l2] ! |21 — 2
|
I
' Rez N

-~ Rez

Rys. 1.6. Interpretacja geometryczna moduhu:
(a) liczby zespolonej, (b) réznicy liczb zespolonych
Uwaga. Modut liczby zespolonej jest uogdlnieniem wartosci bezwzglednej liczby
rzeczywistej. Geometrycznie modut liczby zespolonej z jest odleglocia punktu
z od poczatku ukladu wspéirzednych (rys. 1.6 (a)). Modul réznicy liczb ze-
spolonych z1, z3 jest dtugo$cia odcinka laczacego punkty 21,2 (rys. 1.6 (b)).

Cwiczenie 1.21. Obliczy¢ moduly liczb zespolonych:

1 3
(@) z=—4; (b) 2= —1+3i; (c) z = 5—@5\/7_; (d) 2 = —5—12i.
FAKT 1.22. (wlasnoséci modutu liczby zespolonej)
Dla dowolnych liczb zespolonych z, z;, 23 € C zachodza relacje:

(1) 2] = |2] = |—=[; (2) z-z = |2|?; (3) |21 - 22| = || - |2l
(4) z—; = :j—;ll, o ile 2o #0; (8) |21+22| < |21|+|22]; (6) ||z1|—|22|~ < |21 — 2.

Uwaga. Warunki w punktach (3) i (5) powyzszego faktu prawdziwe sy dla
dowolnej liczby odpowiednio czynnikéw i skladnikéw. W szczegdlnosei mamy
|2"| = |z|" dla n € N. Nieréwnoéé (5) jest nazywana nierdunosdcig trojkgta
(rys. 1.7).

1
mz* z1 + 22

' |zl

22

Re:z

Rys. 1.7. Interpretacja geometryczna nieréwnosci trojkata

Dowéd. Niech z =z + iy (z, y € R). Wtedy mamy kolejno:
@) 2l =le—iyl = Va2 +(—p)F = Va2 + 42 = |2,

|=2l = |-z —iy| = V(2 + (—y)? = V22 + 2 = [2].
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(2) 2z = (z+iy)(z—iy) = 22— (iy)? = 22492 = |2%
(3) Niech 2, z3 € C. Korzystajac z wlasnosci (2) otrzymamy

|z122]” = (2122) (2122) = 21207172 = (2171) (22%2) = |2 |22)® = (|21 |22])°.

Pierwiastkujac obustronnie dostaniemy zadana réwnosé, korzystamy przy tym z tego,
7e |z1 - z2| 2 0 oraz |z1| - |z2| = 0.

(4) Niech z3 # 0. Wykorzystujac poprzednie wlasnodci mamy

|21]

o) o 172l = —=5 || J2al
= = — &1 192 =0
" |2a]

22

1
22”2l
(5) Mozliwe sa dwa przypadki z; + 22 = 0 lub 21 + 23 # 0. W pierwszym przy-
padku nieréwnosé jest oczywista. Zaldézmy wiec, ze 2y + 22 # 0. Wtedy, wobec wzoru
Re (u + w) = Reu+ Rew, nieréwnoéci Reu < |u| i réwnosei |u/w| = |u| / |w|, mamy
kolejno

Re ( e + = = Re <. + Re 2
zZ1+ 22 Z1+ 29 21+ 22 21+ 29

< Z 22 |21| |22|
= — .
z1 + 22 21 + 22 |21 + 22| |21 + 22|
Stad oraz z oczywistej réwnosci Re <L 4 e = 1, otrzymamy
21 + 29 zZ1 +- 29
|21 |2 >1,

|1 +22| |z1 + 29|
co po pomnozeniu stron przez |z; + 22| daje zadana nieréwnosé.
(6) Z poprzedniej nieréwnosci wynika, ze
|z1] = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22| oraz |za| = |22 — 21 + 21| < |22 — 21| + |2
Zatem

— |51~ 2l < |~ |72] < |21 = 22l wige | 2] = Jeal| < |21 = 2a].
Cwiczenie 1.23. Obliczy¢ moduly liczb zespolonych:
(s~ vai)
(v2+ 2i)3 '

L @ (1+vE)s @

(a) (14 2:)(3 —4i); (b) 312

Interpretacje geometryczne rownan i nieréwnosci z modutem
Im =z Im =z Imz

Rez Rez Rez

{z€C:|z—2| =1} {zeC:|z—z| £ 1} {zeC:|z—2| <7}
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Imz Imz

i Rez Rez

{zeC:|z—2z0| 27} {z€C:|z— 20| >} {zeC:r<|z2—20 < R}

Im z Imz Imz

Rez

{ze€C:|z—a|=|2—2|} {z€C:|z—2]|<|z- 2|} {zeC:|z— 21| 2 |z — z|}

Cwiczenie 1.24. Narysowaé zbiory liczb zespolonych spetniajacych warunki:

(a) |2+ =3; (b) |2iz4+6|<4; (c)2<|2+2—1i] <3;

@ le+5/=Bi-2h @ |Z2|>1 @ F+2-i <l

* ; —i| = 92 zti : : . 2

(8 letiltle—il =2 (W) |5og| <L @ 3-1<[?-1] <6l +1]

Cwiczenie 1.25. Uzasadnié, ze réwno$é
o1+ 22 + a1~ 22 =2 (|1 + ]2 )
jest prawdziwa dla dowolnych liczb zespolonych z;, z9. Poda¢ interpretacje
geometryczng tej tozsamosci.
Definicja 1.26. (argument i argument gliéuny liczby zespolonej)

Argumentem liczby zespolonej z = z + i1y # 0 (z,y € R) nazywamy kazda
liczbe ¢ € R spelniajaca uklad réwnan:

T
cosp = —,

|2|
sinp = l.

2]
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Przyjmujemy, Ze argumentem liczby zespolonej z = 0 jest dowolna liczba
¢ € R. Argumentem gtéwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy argument ¢
tej liczby spelmiajacy nieréwnosci 0 < ¢ < 27. Przyjmujemy, ze argumentem
gléwnym liczby z = 0 jest 0. Argument gléwny liczby zespolonej z oznaczamy
przez arg z. Kazdy argument ¢ liczby zespolonej z # (0 ma postaé

p=argz+2kr (k€ Z).

Uwaga. Argumenty liczby zespolonej sg miarami kata zorientowanego utwo-
rzonego przez dodatnig czes$é osi rzeczywistej i wektor wodzacy tej liczby (rys.
1.8). Argument giéwny liczby zespolonej jest najmniejsza nieujemng miarg
kata zorientowanego utworzonego przez dodatnia cze$¢ osi rzeczywistej i wek-
tor wodzacy tej liczby (rys. 1.9 (a)).

Imz

Imz

N SRS
|/

Rez \

Rys. 1.8. Argumenty liczby zespolonej

Czasem wygodnie jest przyjaé, ze argument gtowny liczby zespolonej jest liczba
z przedziatu (—m, 7] (rys. 1.9 (b)).

(a) Imz (b) Imz
z

arg z

Rez

Rez |
arg z

Rys. 1.9. Argument gtéwny liczby zespolonej

Cwiczenie 1.27. Znalezé argumenty gléwne liczb zespolonych:
(a) z=2; (b) 2z =; (c) z=-m;
1 /3

(d) z=3 - 3i; (e)z=—§—7i; (f) 2= =3 +4.

W éwiczeniu (f) wykorzystaé¢ kalkulator lub komputer.
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Interpretacje geometryczne réwnan i nieréwnosci z argumentem

Im =z
z
o
_R’e z Rez 4R-e z
{2€C: arg z=qa} {2€C: arg(z—=0)=a} {2€C: a<argz<p} {2€C: a<arg(z—20)<B}

Cwiczenie 1.28. Narysowac zbiory liczb zespolonych spetniajacych wa.runki

(a) argz = (b) arg(z+1i) = m; (c) S argz < : (d) |m— arg(z+1)| =

Cwiczenie* 1.29. Niech z # 0 bedzie dowolna liczbg zespolona. Pokazad, ze
(1) arg (2) = 27 — arg z, gdy arg z # 0;
(2) arg (—2) = {

argz+7, gdy O<argz<m,
argz—m, gdy w<argz<2m;

(3) arg (%) = 2m — arg z, gdy arg z # 0.

Korzystajac z powyzszych wzoréw narysowaé zbiory liczb zespolonych spel-
niajacych warunki:

@og— =3 Gag()=2  (©wue=,

T 1 T T - 3 T .
@ g<as() <3 @F<ag@m< O <arg+i-2)<m
@ag(->5  Wag(—)<m () <agd+id <2

FAKT 1.30. (postaé trygonometryczna liczby zespolonej)

Kazda liczbg zespolona z mozna, przedsta- Im z
wi¢ w postaci:
z =r(cos ¢ + isinyp),

gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Liczba r jest wow- o

czas modulem liczby z, a ¢ jednym z jej Ros
a.rgu_meptéw (rys. 1-10)- Ten sposéb przed- Rys. 1.10. Interpretacja geometryczna
stawiania liczb zespolonych nazywamy po- postaci trygonometrycznej
stacig trygonometryczng. liczby zespolonej




20 Rozdziat 1. Liczby zespolone

Uwaga. Latwo pokazad, ze liczby zespolone w postaci trygonometrycznej
z1 =71 (cospr +ising;), 22 =7a(cosps + isinys)
sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy:
r1 =719 =0 albo 1 =ry >0 oraz ¢; = w2 + 2kn dla pewnego k € Z.

Dowdd. Dla liczby z = 0 mamy r = |z| = 0 i réwnos¢ zachodzi dla dowolnej wartosci
@ € R. Dla z # 0 mamy

, T .. 2
z=z+iy=|z| m%zl?l =r(cosyg +ising),

gdzie r jest modulem, a p argumentem liczby z. Gdyby réwnoéé z=r, (cos | +ising;)
zachodzila dla innych liczb 7 = 0, ¢ € R, to mielibysmy

lz] = \/(rl cosp1)? + (rysing;) 2 =7 =7
7 uktadu réwnan cos p; = cos g, sin ¢y = sin @ wynika zwiazek ¢ = p+2k7 (k € Z).
Zatem liczba @ tez jest argumentem liczby z.

Cwiczenie 1.31. Podane liczby zespolone zapisaé¢ w postaci trygonometrycz-
nej (w razie potrzeby wykorzystaé kalkulator):

1 V3

(a) z=-1; (b) z=1+44; (c) 2 5~ 5
(d) 2=3+14; () z=4—1; (f) z=-2+41i.

FAKT 1.32. (mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej)
Niech z = r (cos p+ising), 21 = 71 (cos @1 +isinpy), 20 = 13 (cos pa+isin pg)
beda liczbami zespolonymi w postaci trygonometrycznej oraz niech n bedzie
liczba naturalna. Wtedy:

(1) 2122 = rirz[cos (@1 + w2) + isin (1 + @2)];

2

T i s i
(2) o = é [cos (g1 — @2) +isin (1 — @2)], oile zp #0;

(8) 2" =" (cosng +isinng) (wzér de Moivre'at).

Inaczej moéwiac, przy mnoze- T
niu liczb zespolonych ich mo- z
duly mnozymy, a argumenty do- np
dajemy. Podobnie, przy dziele- n
niu liezb zespolonych ich mo-
duty dzielimy, a argumenty odej-
mujemy. Wzér de Moivre’a jest
prawdziwy takze, gdy n jest
liczba catkowita.

z
r

@)

Rez

Rys. 1.11. Ilustracja wzoru de Moivre’a
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Dowéd (3). Zastosujemy metode indukeji matematycznej. Dla n = 1 wzér jest praw-
dziwy. Zalozmy, ze wzor jest prawdziwy dla liczby naturalnej n. Mamy zatem z" =
" (cos nyp+isinny). Pokazemy, ze wzor ten jest prawdziwy dla liczby naturalnej n+ 1.
Mamy

et =g [fj}l'_] = [r" (cosny + isinng)] [r (cos ¢ + isinp)]
="t [cos g cos p — sin ngpsin ¢ + i (sin ng cos @ + cos nwsin p)]
=r"t1 [cos(n + 1) + isin(n + 1)¢] .

7 zasady indukcji matematycznej wynika, ze wzér jest prawdziwy dla dowolnej liczby

naturalnej n.

Cwiczenie 1.33. Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczb zespolonych
obliczy¢:
(@) 1—i) (VB+i); (b) (4+4)(-3+3); (o) (10— 10V3i) (2 — 2i);

@ 2%, © (—1—%) aviy 022 @

Cwiczenie 1.34. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczyé:
60 44

(@) 1+ ) (VB-i) 5 (o) (vVai-v2) ;

(d) (cos11° 4 isin11°)? (cos 3° 4 isin 3°)7;

(cos 9° + i cos 9°)° ( o W g )18
e *) [sin — —icos — | .
© (sin 85° + i cos 85°)° 3 12 12
Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;.

Cwiczenie 1.35. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a wyrazi¢ podane funkcje
Przez cos i sin :

(a) cos 3¢; (b) sindep; (¢) cosb.

Cwiczenie 1.36. Niech z = r (cos +isin ), gdzie r = 0 oraz ¢ € R. Poka-
zac, 7e:

(1) = = r[cos(—p) + isin(~)];

(2) % = % [cos(—¢p) + isin(—yp)], o ile z # 0;

(3) —z =r|[cos(p + ) + isin(¢ + )] ;
Korzystajac z powyzszych wzoréw i wzoru de Moivre’a znalezé zbiory liczb
zespolonych z spelniajacych warunki:

() 2= (2)%; ) 2=-7 (c)2®=-8;

(d)z- 2" = %; () 12 =24 (f) 2+ ()P°=
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Cwiczenie 1.37. Naszkicowaé zbiory liczb zespolonych z spelniajacych nie-
réownosci:

(a) Re [(1-1)2°] >0; (b)) Imz" > Re (@]

Cwiczenie 1.38. Niech z, 21, 2o € C oraz n € N. Pokaza¢, ze:
(1) arg (z122) = argz; +argze +2km dla k=0 lub k = —1;
(2) arg (2") = narg z + 2kn dla pewnego k € Z;

(3) arg (zl) —argz —argz +2kndlak=0lubk =1, oile 20 # 0.
2

Liczbe k dobieramy (w zaleznosci od z, z1, 22 oraz n) w ten sposob, aby ar-
gument gtéwny nalezal do przedzialu [0, 27) lub (=, 7].
Korzystajac z powyzszych wzoréw znalezé zbiory liczb zespolonych z spelnia-
jacych warunki:

TP 6 4 3 ™
£ == = = oLl
< arg < 5 (c) arg(z) m; (d) arg(z) <5

(o) arg[(1-+i)2] = 5 (b)

o

Cwiczenie 1.39. Obliczy¢ argumenty gloéwne liczb zespolonych:
5 4
(1-iv3) (2+20)° (VB+i) (1+i)°
(1 _ 7)7 ) (b) 10 ‘
| (w9

(a)

Cwiczenie 1.40. Napisa¢ wzory opisujace przeksztalcenia plaszczyzny zespo-
lonej:

(a) symetria wzgledem osi rzeczywistej;

(b) symetria wzgledem osi urojonej;

(c) obrét o kat a wokdl poczatku ukladu wspotrzednych;

(d) symetria wzgledem punktu zp;

(e) translacja o wektor zo;

(F) jednokladnoéé w skali k wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych;

(g*) symetria wzgledem prostej Re z = Im z.

Cwiczenie* 1.41. Obliczyé (5 — i)*(1 + i) i nastepnie uzasadnié¢ réwnosé

T i ¢
— = 4arctg - — arctg ——.
1 5 8 939
Roéwnoéé te, zwang wzorem Machina, dawniej stosowano do obliczen przybli-
zonych liczby 7. Korzystano przy tym z rozwiniecia funkcji arctgz w szereg
potegowy
o0 $2n+1

arctgzr = Z(—l)n

n+1
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Cwiczenie* 1.42. Liczby zespolone stosuje sie w elektrotechnice do opisu ob-
wodéw elektrycznych pradu zmiennego. Jednostke urojong oznacza sie wtedy
symbolem j w celu odréznienia jej od natezenia pradu i plynacego w obwodzie.
Niech w bedzie czestotliwoscia pradu, zas ¢ czasem. Zespolonym odpowiedni-
kiem pradu i = asinwt+bcoswt (a,b € R) jest liczba zespolona a+ jb. Znalez¢
i nazwaé zespolone odpowiedniki nastepujacych wielkoéci:

(a) amplituda va2+b2 pradu i; (b) faza ¢ pradu i = rsin (wt + ¢);

(c) predkosé zmian pradu di/dt; (d) suma i +iy pradow tej samej czestotliwodei w.
1.4. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej
Definicja 1.43. (symbol &%)

Dla ¢ € R liczbe zespolong cos ¢ + isin ¢
oznaczamy krétko przez e'¥: o9

e = cos i + isin (. 50\

Cwiczenie 1.44. Obliczy¢ wartosci poda- Rez
nych wyrazeni i zaznaczy¢ je na plaszczyi-

nie zespolone;j:

> T
5 § ]

2, (b) em; (c) 82‘“; Rys. 1.12; Inte?pretacja geometryczna
liczby e*¥

—_
ja¥]

~—
o

i . ;
(de * (e) €*; (f) e~ 2.

Cwiczenie 1.45. Niech ¥, @1, w2 beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz
niech % bedzie dowolng liczbg catkowita. Uzasadnié, ze:

; ; ; ) 191 R - :
(1) e'lerten) = givr _ giva, (9 giler—wa) — :wz% (3) (ew) = e,
(4) ea’(tp+2k7r) — e’itp; (5) e:up 7/__ O; (6) eitp — 1;
(7) €% = %2 = ) = oy + An (I e Z);
(8) arg (ei"") = ¢ + 27 dla pewnego [ € Z.
FAKT 1.46. (wzory Eulerd’)
Niech ¢ € R. Wéwczas zachodzg WZOry:
eizp 1 e—it.p e'icp o e—'itp

COS p = 5 ; sing = %
/]

$Leonard Euler (1707-1783), matematyk, fizyk i astronom szwajcarski.
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Cwiczenie 1.47. Korzystajac ze wzoréw Eulera wyrazi¢ podane funkcje w
zaleznodci od sinuséw 1 cosinuséw wielokrotnosci kata x:

(a) sin®z; (b) cos®z; () sin'z; (d) cos’z; (e) sinfz; (f) cos’ z.
Uwaga. Otrzymane zaleznoéci wykorzystuje si¢ do obliczania calek postaci:

/sin"a:d:c, fcos"md,:r (n € N).

Cwiczenie 1.48. Korzystajac ze wzoréw Eulera przedstawi¢ podane iloczyny
w postaci sum sinuséw i cosinusow:

(a) sinacos [3; (b) sin a sin 3 sin v; (c*) cos o cos 3 cos 7y cos .

Cwiczenie* 1.49. Obliczy¢ sumy:
(a) 14-cos 2z +cosdz+ ... +cos2nz; (b) sin z+sin2r+sin3z+ ... +sinnz.

FAKT 1.50. (postaé¢ wyktadnicza liczby zespolonej)
Kazda liczbe zespolona z mozna zapisa¢ w postaci
z=re",
gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Liczba r jest wowczas modulem liczby z, a ¢ jej

argumentem. Ten sposob przedstawiania liczb zespolonych nazywamy postacig
wyktadniczg.

Uwaga. Analogicznie jak w postaci trygonometrycznej, liczby zespolone z; =
el 2o = r2e"?? w postaci wykladniczej sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
rir=ry=0 albo 7y =19 >0 oraz ¢ = @3+ 2km (k € Z).

Cwiczenie 1.51. Podane liczby zespolone zapisaé¢ w postaci wykladniczej:

(a) z=-1; (b)z=1414; (c)z=—4 (d)z= 1—V3i; (e) z=—2+Ti.
W éwiczeniu (e) wykorzysta¢ kalkulator.

FAKT 1.52. (dziatania na liczbach zespolonych w postaci wyktadniczej)

Niech z = rei?, z; = r1€'¥1, zg = roe'¥? beda liczbami zespolonymi w postaci
wykladniczej. Ponadto niech k bedzie liczba catkowita. Wtedy:

(1) 21 - 29 = rlrzei(&mﬂaz); (2) ? - El_ei(m—fpz), oile 25 # 0; (3) ok — ,rkeik(p;
2 .
; 1 11 )
(4) Z="re"", (5) — = ;e"‘p, oile 2 #0; (6) —z= retletm)
2

Cwiczenie 1.53. Korzystajac z postaci wykladniczej liczby zespolonej znalezé
i narysowac zbiory liczb zespolonych z spelniajacych warunki:

(a) & =% (b) Iz4| =g (c) 23 - (E)2 = —1:
d) 22 = (2)%; (e) 2* = (24 20)% (f) 2° =—4z
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1.5. Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Definicja 1.54. (pierwiastek z liczby zespolonej)

Pierwiastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy kazda liczbe
zespolong w spelniajaca réwno$é w™ = z. Zbiér pierwiastkéw stopnia n z
liczby zespolonej z oznaczamy przez Yz,

Uwaga. Symbol ¥/ ma inne znaczenie w odniesieniu do liczb rzeczywistych,
a inne do liczb zespolonych. Pierwiastek w dziedzinie rzeczywistej jest okre-
slony jednoznacznie i jest to funkcja R — R dla n nieparzystych oraz funkcja
[0,00) — [0,00) dla n parzystych. Pierwiastkowanie w dziedzinie zespolonej
Jest natomiast szukaniem rozwiazan réwnania w" = z, zatem {/z jest zbio-
rem wszystkich rozwiazan tego réwnania. Symbolu pierwiastka w dziedzinie
zespolonej nie wolno uzywaé do obliczen, gdyz jest on niejednoznaczny, a
podstawowe wzory dla pierwiastkéw, prawdziwe w dziedzinie rzeczywistej, tu-
taj nie maja sensu. Ponizsze zestawienie ilustruje omawiane réznice:

|

—2,2}
YT=1 | ¥T={Li-1,—3) |
:/Enie i;:ngje - j1 = ;—3_}
\/E‘I:mz \/2_4: {22,k22}
Vz2 = |z Ve = {z,~2} |

Cwiczenie 1.55. Wybierajac dogodna posta¢ liczb zespolonych obliczyé z de-
finicji pierwiastki:
(8) V=T+24i; (b) v=1; (c) ¥V—2—2; (d) Y1+ 5.

W éwiczeniu (d) wykorzystaé kalkulator.

FAKT 1.56. (wzor na pierwiastki z liczby zespolonej)

Kazda liczba zespolona z = r(cos ¢ + isingp), gdzie r > 0 oraz ¢ € R, ma
dokladnie n pierwiastkéw stopnia n :

+ 2k .. 2k
wg = {‘/F(cosgp———?r—!-zsmw—w) dla k=0,1,...,n— 1.
n n
Dowéd. Szukamy wszystkich rozwigzan réwnania w™ — 2. Niech w — o(cos a-+-isin ),

gdzie p > 0 oraz a € R, bedzie rozwigzaniem tego réwnania. Wtedy, po zastosowanin
wzoru de Moivre'a, otrzymamy

w" = p"(cosna + isinna) = r(cosp + isin ).
Stad wynika, ze ¢" = r oraz na = ¢ + 2%k« (k € Z). Zatem p = {/r oraz a =
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(¢ + 2km)/n. Niech wy = {/r (cos ((p + 2km)/n) + isin ((¢ + 2k7)/n)) bedzie pier-
wiastkiem odpowiadajacym wartosci k. Z uwagi na okresowos¢ funkcji trygonome-
trycznych pierwiastki wy, oraz wyy, pokrywaja sie, wiec istnieje tylko n parami réz-
nych pierwiastkéw wo,ws,...,wy 1 liczby z.

Uwaga. Zbior pierwiastkéw nie zalezy od wyboru argumentu liczby zespolone;j.
Jezeli ¢ jest jej argumentem gléwnym, to pierwiastek

wp = {*/F(cosf+z'sin£)
n n

ma najmniejszy nieujemny argument. Ponadto dla k = 0,1,...,n — 2 praw-
dziwa jest zaleznosé:

2r .. 27m 2 .. 2m\*t
We+1 =Wk | cos — +isin — ) =wp | cos — 4 isin — ,
n ) n m

Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkow

Zbiér pierwiastkéw stopnia n = 3 z liczby zespolonej

z = r(cos ¢ + isin p),
gdzie r = |z| oraz ¢ = argz, pokrywa si¢ ze zbiorem wierzcholkéw n-kata
foremnego wpisanego w okrag o promieniu {/r i §rodku w poczatku uktadu
wspoOtrzednych.

Imz

Rys. 1.13. Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkéw z liczby zespolonej
Jeden z wierzchotkéw tego wielokata jest w punkcie
wo = /T (cos(yp/n) + isin(p/n)),
a katy miedzy promieniami wodzacymi sasiednich wierzchotkéw sa réwne 27 /n
(rys. 1.13).
Cwiczenie 1.57. Obliczy¢ i narysowaé pierwiastki z liczb zespolonych:
S/ 4 1 \/g : 6 8 5 0
(a) V/8i; (b) =3 + - % (c) v—2T, (d) ¥1; (e) V3 + Ti.
W éwiczeniu (e) wykorzystaé kalkulator.
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Cwiczenie 1.58. Rozwigza¢ réwnania kwadratowe lub wielokwadratowe:
(a) 22+ 32+3—i=0; (b) 2%+ (2i — 1)z + 1 + 5i = 0;
(c) 2* —4iV322 —16=0;  (d*) 254 (2 6i)2® + 16 — 16i = 0.

Cwiczenie 1.59. Znalez¢ wszystkie rozwigzania réwnaii:
(8) 28 = (1+20)'% (b) 2 = (1 — )%
) (z—i)' = (iz+3)%  (d*) (2 +1)°+28=0.

Cwiczenie* 1.60. Znalesé¢ wszystkie liczby zespolone u i v, ktére spelniaja
rownoscé:
(@) w+v)PP=ud+v%  (b) (w+v)i=ut+oh; () (utv)’ =u’+0°




Wielomiany

W tym rozdziale wprowadzamy wielomiany rzeczywiste i zespolone. Na-
stepnie definiujemy pierwiastki wielomianéw oraz formulujemy zasadnicze twier-
dzenie algebry. Na koficu rozdzialu wprowadzamy utamki proste i podajemy
twierdzenie o rozkladzie funkcji wymiernych wiasciwych na takie utamki.

2.1. Podstawowe definicje i wtasnosci

Definicja 2.1. (wielomian rzeczywisty)
Wielomianem rzeczywistym stopnia n € N U {0} nazywamy funkcje W : R — R okre-
glong wzorem:

W (z) = anz™ + an_12" ' + ... + a17 + aq,

gdzie ar, € R dla 0 < k < n oraz a, # 0. Liczby a; (0 < k < n) nazywamy
wspoélezynnikami wielomianu W.

Przyklad 2.2. Funkcje P(z) = —23 +0.75z — 15, Q(x) = 0.22° — 0.342" oraz
R(z) = V3 sa wielomianami rzeczywistymi odpowiednio stopnia 3, 9 oraz 0.

Definicja 2.3. (wielomian zespolony)
Wielomianem zespolonym stopnia n € NU{0} nazywamy funkcje W : C—C
okreslong wzorem:

W(z) = a2 +cn12" ' +... + a1z + co,

gdzie ¢ € C dla0 < k < n oraz ¢, # 0. Liczby ¢y, gdzie 0 < k < n, nazywamy
wspo6tezynnikami wielomianu W.

Uwaga. Kazdy wielomian rzeczywisty mozna traktowac¢ jako wielomian zespo-
lony rozszerzajac jego dziedzing z R na C. Tak bedziemy postgpowaé przy
omawianiu pierwiastkéw zespolonych wielomianéw rzeczywistych. Wielomian
zespolony lub rzeczywisty bedziemy nazywali krétko wielomianem.

Przyktad 2.4. Funkcje W(z) =1—2i, V(z) = 22 + Loraz U(z) = iz + (2 —
3i)2% 4+ 4 — i sa wielomianami zespolonymi odpowiednio stopnia 0, 2 oraz 15.

28
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Definicja 2.5. (suma, réznica i iloczyn wielomiandw)
Niech P i @ beda wielomianami. Sume, réznice i iloczyn wielomianéw P i Q
okreslamy w sposéb naturalny, tj. przyjmujemy:

(P +Q)(x) = P(z) + Qz), (P-Q)(z)=P(z) - Q(x),
(P Q)(z) = P(z) - Q(z).

Uwaga. Oczywiscie suma, réznica oraz iloczyn wielomianéw nadal sg wielo-
mianami.
Cwiczenie 2.6. Obliczy¢ sumy i réznice wielomianéw:
(8) P(2) =122 Q(z) = —1 + 5z + 22
(b) P(z) = 22° — 52* + 2, Q(z) = 22% — 22 + 3;
(c) W(z) = (1+1)2%2 -2z, V(2) =423 — 22 — 1 + 5i.

Cwiczenie 2.7. Obliczy¢ iloczyny wielomianéw:
(a) P(z) =4— 22, Q(z) = 1 + 273;

(b) P(z) =1-=z, Qz) =2+ 2+ z + 1;

() WR)=22+i,V(z) =(1—1)22 +iz+3 —2i.

Definicja 2.8. (podzielnosé wielomiandw)

Moéwimy, ze wielomian S jest ilorazem, a wielomian R resztq z dzielenia wie-
lomianu P przez wielomian @, jezeli dla kazdego x € R (z € C) spelniony jest
warunek

P(z) = Q(z) - S(z) + R(x)
oraz stopiefi reszty R jest mniejszy od stopnia dzielnika Q. Jezeli R(x) = 0
to méwimy, ze wielomian P jest podzielny przez wielomian Q.

¥

Cwiczenie 2.9. Obliczy¢ ilorazy i reszty powstalte z dzielenia wielomianéw:
(a) P(z) =82* +32% + 52 — 6, Q(z) =z + 1;

(b) P(x) *1'34-27 Q(z) =22 — 3z +9;

(¢) P(2) =iz® + 22 — 1+ 3i, Q(2) = z — 2i;

(d) P(z) =2*+1,Q(2) = 22 —i.

2.2. Pierwiastki wielomianow

Definicja 2.10. (pierwiastek wielomianu)

Liczbe rzeczywista (zespolona) g nazywamy pierwiastkiem rzeczywistym (zes-
polonym) wielomianu W, jezeli W (zo) = 0.
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Cwiczenie 2.11. Sprawdzié, ze podane liczby sa pierwiastkami wskazanych
wielomianéw:

(a) 1 = —1, 29 =1, 13 = —t, T4 = 1, W(x) =z*-1;

(b) 1 =—2,z3=1—14,z3=1+14, W(a:)=x3—2:r+4;

(c) 21 =141, 20=—-1-3i, W(z)= 22+ 2z + 2 — 4;

(d) 21 = V2 - V4, W(z)=2"+62+2

() z1 = 2V2, W(2) = 2 —9z+2V2.

Cwiczenie 2.12. Nie wykonujac dzielefi wyznaczy¢ reszty z dzielenia wielo-
mianu P przez wielomian Q, jezeli:

(a) Px)=2'-1, Q@) =z-2%

(b) P(z) = 2% 4 472 +1, Q) =2%—1;

(¢c) P(z) = 2% + 5z, Q(z)= x? + 1;

(d) P(z) = 720 4 2219 — 42'8 Q(z) = z* — 16

(e¥) P(z) = 2292 + 22" 42000, Q(z) = z* — 222 4+ 1.

TWIERDZENIE 2.13. (Bézout*)

Liczba zg jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wielomian P taki, ze

W(x) = (z — zo) P(x).

Dowdd. Niech W (zg) = 0. Dzielac wielomian W przez dwumian T — zp otrzymariny
W(z) = (z — z0) P(z) + ¢ (¢ € R). Poniewaz W (zo) = 0, zatem ¢ = 0 i ostatecznie
W(z) = (z — zo) P(z). Z drugiej strony niech W(z) = (z — zo0) P(z) dla pewnego
wielomianu P. Wowezas W (zo) = 0, wiec liczba x¢ jest pierwiastkiem wielomianu W.

Uwaga. Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian z — g jest rowna
W (zp) . Twierdzenie Bézout stosujemy do wyznaczania pierwiastkéw wielo-
mianéw. Jezeli znany jest jeden z pierwiastkéw wielomianu W stopnia n > 1,
np. T, to pozostate sa pierwiastkami wielomianu W(z)/ (z — zo) stopnia n—1.

Cwiczenie* 2.14. Korzystajac z twierdzenia Bézout uzasadnic, ze:

(a) kazdy wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow;

(b) dwa wielomiany sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy réwne sa ich stopnie
oraz wspotezynniki przy jednakowych potegach zmiennej.

Cwiczenie 2.15. Znajac jeden z pierwiastkéw podanych wielomianéw znalezé
ich pozostale pierwiastki:

*Jatienne Bézout (1730-1783), matematyk francuski.
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(a) W(z) = 23 — 422 +z+ 6, Zp=—k
(b) W(:r)::n4+9:3—3w2f5$—2, &y ey
(c) W(2) = 2° + 5i22 — 72 — 8i, 2 = —3i.

Cwiczenie* 2.16. Znalesé wszystkie wielomiany W, ktére dla kazdego r € R
spelniaja warunek zW(z — 1) = (z — 26)W (z).

Definicja 2.17. (pierwiastek wielokrotny wielomianu)
Liczbe xg nazywamy pierwiastkiem k—krotnym wielomianu W wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje wielomian P taki, ze

W(z) = (z — x0)* P(z) oraz P (zg) #0.

Uwaga. Jezeli 2 jest k1-krotnym pierwiastkiem, 25 Jjest ko-krotnym pierwiast-
kiem, ..., z,, jest km-krotnym pierwiastkiem wielomianu, to on jest podzielny
przez iloczyn (z — z1)* (z — z2)* .. (z— Tin) ™.

Cwiczenie 2.18. Znalezé krotnosci pierwiastkéw wielomianéw:
(a) zo=2, W(z)=2%-3z+2; (b) zo =0, W(z)=z° — 42°;

(c) zo = V2, W(z) = z* — 422 + 4; (d) 20 = —i, W(2) = (22 + 1)4.

FAKT 2.19. (o pierwiastkach wielokrotnych wielomianu)
Liczba zy jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W wtedy i tylko wtedy,
gdy

W (zo) = W' (z9) =... = wk-1) (z0) = 0 oraz W®) (z) £ 0.

TWIERDZENIE 2.20. (o pierwiastkach catkowitych wielomianu)
Jezeli liczba catkowita p # 0 jest pierwiastkiem wielomianu W (z) = a,z™ +
Gy 12" L. @1Z + ag o wspolezynnikach catkowitych, to jest dzielnikiem

wyrazu wolnego ay.

Dowéd. Niech p # 0 bedzie catkowitym pierwiastkiem wielomianu W. To ozZnacza, ze
anp" + Gn1p" '+ ...+ ap+ag=0.
Stad
a0 =p(—anp" ' —an 1p" ... —ay).
Poniewaz czynnik w nawiasie oraz ag sq liczbami calkowitymi, wiec p Jjest dzielnikiem ay.

Uwaga. Wielomian o wspélczynnikach catkowitych moze nie mieé pierwiast-
kéw catkowitych. Przykladami takich wielomianéw sa: x> —2 1241, Liczby
rzeczywiste, ktére sa pierwiastkami wielomianéw stopnia > 1 o wspélezynni-
kach calkowitych, nazywamy algebraicznymi. Nalezs do nich wszystkie liczby
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wymierne oraz niektére niewymierne, np. v/2, ¥/7, ¥/3 + v/5. Pozostale liczby
niewymierne nazywamy przestepnymi. Przykladami takich liczb sa: e, m, 2‘/5,
log, 3.

Cwiczenie 2.21. Znalesé wszystkie pierwiastki calkowite wielomianéw:
(a) W(z) = 2% — 222 + 5z + 8; (b) W(z) =2 +2® — ba + 3;
(c) W(z) = z* — 723 + 422 + 3; (d) W(z) =4a? — 423 — 72? -z - 2.

Cwiczenie 2.22. Nie wykonujac obliczen pokazaé, ze wielomian
10 + 2% — 625 + 422 4 3z — 32016
nie ma pierwiastkéw calkowitych.

TWIERDZENIE 2.23. (o pierwiastkach wymiernych wielomianu)

Jezeli liczba wymierna p/q, gdzie p i ¢ sa liczbami caltkowitymi wzglednie
pierwszymi, jest pierwiastkiem wielomianu W(z) = PR B Lt S S
a1r+ag o wspodlezynnikach catkowitych, to p jest dzielnikiem wspdlczynnika
ap, a ¢ — wspolezynnika a,,.

Uwaga. Jezeli a, = 1, to wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu sa cal-
kowite.

Dowdéd. Mamy

n n—1
W(B)zan(}—)) —{-an_l(E) +..-+ﬂ11—)+60:0,
q q q q

gdzie p i g sa liczbami catkowitymi wzglednie pierwszymi. Stad

1

anp" + an_1p" g+ ...+ a1pg" ! + aog™ = 0.

Niech

n-—2 1

k=anp" '+ an_10™ 2q+ ...+ a1g™

oraz

l=an 19" ' +an_op™ 2q+...+apq" .

Liczby k, | sa calkowite i spelniaja zaleznosci pk+aoq™ = 0 oraz a,p™ + ¢l = 0. Liczba
p jest wiec dzielnikiem liczby apq™, lecz nie jest dzielnikiem ¢™. Stad wynika, ze p jest
dzielnikiem liczby ag. Podobnie liczba [ dzieli a,p™, ale nie dzieli p", wiec dzieli a,,.
Cwiczenie 2.24. Znalezé wszystkie pierwiastki wymierne wielomian6w:

(a) W(zr) = 4a* + 2% — 3z + 1; (b) W(z) = 42® — 1822 — 22 + 5;

(c) W(z) = 24z — 102> — 3z +1;  (d) W(z) = 2° + 1.252 + 2.25z + 0.5.
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Cwiczenie 2.25. (pierwiastki zespolonego tréjmianu kwadratowego)
Pokaza¢, 7e wielomian zespolony W (z) = az? + bz + c, gdzie a,b,c € C oraz
a # 0, ma dwa pierwiastki zespolone:

—b—4§ —b+9
21 = 29 =

2a 2a
gdzie 62 = A = b? — 4ac.
Dla wspétezynnikéw rzeczywistych a, b, ¢ mozliwe sa trzy przypadki:

(1) A > 0 - wielomian W ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste;
(2) A =0 — wielomian W ma jeden dwukrotny pierwiastek rzeczywisty

b
21=z2=—£;

(3) A <0 - wielomian W nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, ma natomiast
dwa pierwiastki zespolone 21, 2o spelniajace zwigzek z) = Zp. Korzystajac z
powyzszych wzoréw znalezé pierwiastki tréjmianéw kwadratowych:

() W(z)=2>-22+2; (b) W(2) =22° + (6 — 2i)z + 4 — 34;
(€ W(2)=22+2-1)z+3-i;  (d) W(2) =622+ (5i —3)z — 1 — 1.

2.3. Zasadnicze twierdzenie algebry

TWIERDZENIE 2.26 (zasadnicze twierdzenie algebry)

Kazdy wielomian zespolony stopnia dodatniego ma co najmniej jeden pierwia-
stek zespolony.

Uwaga. W tabeli podajemy réwnania wielomianowe o wspoOtezynnikach z da-
nej klasy liczbowej, ktére nie maja pierwiastkéw w tej klasie, ale majg je w
nastepne;j.

liczby naturalne N z+8=0
liczby catkowite Z 4r+5=0
liczby wymierne Q z2-2=0
liczby rzeczywiste R 2+3=0
i kazde réwnanie ma
liczby zespolone - pierwiastek zespolonyj
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Notka historyczna. Zasadnicze twierdzenie algebry zostalo sformutowane w
XVIII wieku przez Maclaurina! i Eulera. Twierdzenie to prébowali udowod-
ni¢ najwigksi matematycy tego okresu: d’Alembertt, Euler, Lagrange’. Kilka
dowodéw twierdzenia podal Gauss w XIX wieku. W znanych wspélczeénie
dowodach wykorzystuje sie metody analizy matematycznej lub zaawansowane
metody algebry.

FAKT 2.27. (o przedstawianiu wielomianu w postaci iloczynu dwumiandw)

(1) Kazdy wielomian zespolony stopnia n € N ma n pierwiastkéw zespolonych
(uwzgledniajac pierwiastki wielokrotne).
(2) Niech wielomian W stopnia n € N ma pierwiastki zespolone z; o krotno-
sciach odpowiednio k;, gdzie k; € Ndla 1 < j < moraz ki +ka+...+kp = n.
Wtedy

W(z) =cn(z—21)" (2 = 2)" ... (2 = zm)*™,

gdzie ¢, jest wspélczynnikiem przy 2™ w wielomianie W.

Dowéd (1). Przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej. Wielomian zespolony
stopnia 1 postaci W(z) = e1z + cp, gdzie ¢; # 0, ma jeden pierwiastek zo = —co/c1.
Zalozmy, ze kazdy wielomian zespolony stopnia n ma n, niekoniecznie réznych, pier-
wiastkéw. Niech W bedzie teraz wielomianem stopnia n -+ 1. Z zasadniczego twierdze-
nia algebry wynika, ze wielomian W ma pierwiastek zg. Na mocy twierdzenia Bézout
istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — z9) P(z). Oczywiscie W (z) = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy z = zp lub P(z) = 0. Stopien wielomianu P jest réwny n, wiec
na mocy zalozenia indukcyjnego ma on n pierwiastkéw zespolonych z uwzglednie-
niem pierwiastkéw wielokrotnych. Sg one jednoczeénie pierwiastkami wielomianu W,
a liczba 2z jest (n+ 1)-szym pierwiastkiem tego wielomianu. To konczy dowéd induk-
cyjny.

(2). Niech liczby zespolone zj, 2, ..., z, beds pierwiastkami wiclomianu zespolonego
W(z) =cnz" +en_12"" ' + ...+ c12 + ¢y stopnia n.
Na mocy twierdzenia Bézouta istniejg wielomiany Py stopnia kdlak =0,1,...,n—1
takie, ze
W(z) = (2 — 2z1) Pa_1(2)
=(z-2)(z—2)Pua(z)=...=(z—21) (2 — 22) ... (2 — 2n) Po(2).

Oczywiscie Py (2) = ¢p,. Zatem W(z) = ¢, (z — 21) ... (2 — z,) . Grupujemy teraz pier-
wiastki jednakowe w m grup o liczebnosciach réwnych krotnodci reprezentanta danej
grupy i otrzymujemy zadana postaé¢ wielomianu.

Cwiczenie 2.28. Roztozyé na iloczyny dwumiandw:
(a) W(2) = 2% +1i; (b) W(2) =2*+1; (c) W(z) =25+ 32" +322 + 1;

(d) W(z) =2*+1; (e) W(2) = 2 +i22 4+ 6; (f) W(2) = 2* — (1 + i)~

tColin Maclaurin (1698-1746), matematyk szkocki.
I‘Jea.n le Rond d’Alembert (1717-1783), matematyk i fizyk francuski.
3Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matematyk i fizyk francuski.
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FAKT 2.29. (wzory Viéte'al)

Niech W (2) = cnz" +en_12" ' +...4+c12+ ¢ bedzie wielomianem zespolonym
stopnia n € N. Wéwczas liczby 21, 29,. .., 2, sa pierwiastkami wielomianu W
(z uwzglednieniem krotnosci) wtedy i tylko wtedy, gdy

Cn—1
ittt @y = 0= g
Cn
Cn—2
Zizomes F o F il = —
Cn
Ch—3
\ 212023+ 212924+ ...+ Zn-92Zn 120 = — . P
T

.8

Co
212223 ... 2n_12n, = (—1)"—.
Cn

Cwiczenie* 2.30.

(a) Obliczy¢ sume kwadratéw wszystkich elementéw zbioru v/—3.
(b) Znalezé sume odwrotnoéci pierwiastkéw zespolonych wielomianu 2 +3z° —
22 + 5z — 7.

(¢) Znalezé pierwiastki wielomianu z* — 3 — 722 + 23z — 20 wiedzac, ze iloczyn
dwdch z nich jest rowny —5.

Cwiczenie 2.31. Niech W bedzie wielomianem zespolonym o wspélezynni-
kach rzeczywistych. Sprawdzi¢, ze W(z) = W (Z) dla kazdego z € C.

FAKT 2.32. (o pierwiastkach zespolonych wielomianu rzeczywistego)
Niech W bedzie wielomianem o wspétczynnikach rzeczywistych. Wowezas licz-

ba zespolona zy jest k—krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba Zp jest k—krotnym pierwiastkiem tego wielomianu.

Dowéd. Z definicji pierwiastka k-krotnego wielomianu W istnieje wielomian P taki,
7e

W(z)=(z— 20)¥ P(z) oraz P (z) # 0.
Poniewaz W jest wielomianem o wspo6lczynnikach rzeczywistych, wiec W(z) = W (7).
Stad

W (2) = (2 — 20)* P(2) = (z — 20)* P(2).
Wstawiajae w powyzszej réwnosci z w miejsce Z otrzymujemy W (z) = (z —Eg)k P (2).

Przyjmijmy, ze Q(z) = P (Z). Funkcja @ jest wielomianem zmiennej z, ktérego wspél-
czynniki sa liczbami sprzezonymi do odpowiednich wspélezynnikéw wielomianu P.

YFrangois Viete (1540-1603), matematyk francuski.
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Ponadto @ (zp) = P(z9) # 0 oraz W(z) = (,2—20)’c Q(z), zatem liczba Z, jest k-
krotnym pierwiastkiem wielomianu W.

Cwiczenie 2.33. Znajac jeden z pierwiastkow podanych wielomianéw rzeczy-
wistych znalezé pozostale pierwiastki tych wielomianow:

(a) W(m)z:r?’—(2+\/§)z2+2(1+\/§)m—2\/§,m1:1'-z';
b) W(z)=x'—23+22492-10, z, =1+ 2;

() W)=zt +b2’>+¢,21=2—1i (bceR);

(d) W(z) = z* + 423 + ca® + dz + 100, z; = -3+ (¢,d € R).

Cwiczenie* 2. 34 (a) Sprawdzm ze liczba 2z; = i jest pierwiastkiem wielo-
mianu W(z) =2 —(14+0)23+ B +i)2+ (65— 31)z — bi i nastepnie znalez¢
pozostale pierwiastki.

(b) Znalezé pierwiastki wielomianu (z + i)(z + 2i)(z + 3i)(z + 4i) — 120.

TWIERDZENIE 2.35. (o0 rozkladzie wielomianu na czynniki rzeczywiste)

Niech W bedzie wielomianem stopnia n € N o wspdlczynnikach rzeczywi-
stych. Ponadto niech z; (1 < j < r) beda pierwiastkami rzeczywistymi tego
wielomianu o krotnosci k; oraz niech z;, Z;, gdzie Imz; > O0dlal < j < s,
beda pierwiastkami zespolonymi tego wielomianu o krotnosci [;, przy czym
kr+.ootke)+2(0 +...4+ 1) =n. Wiedy

I s
W) =an(@—21)" ... @ =) (e +prz+a) .. (P +pa+a)

gdzie p; = —2Rez; oraz g; = |zj| dla 1 < j < s, a a, jest wspolezynnikiem
wielomianu W przy z".

Inaczej méwigc, kazdy wielomian rzeczywisty mozna przedstawié w postaci
iloczynu wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego. Méwimy
wowcezas o rozkladzie wielomianu rzeczywistego na rzeczywiste czynniki nie-
rozkladalne.

Dowdéd. Korzystajac z Faktu 2.27 (str. 34) przedstawimy najpierw wielomian W w
postaci iloczynu dwumianéw. Mamy zatem

WE)=an(z—2)" ...z —z) " (2 —2)" (@ —2)" ... (2 — 2,)" (z — Za)".

Faczac parami pierwiastki sprzezone otrzymamy

l; s N = . _ ol
(@—z)li (2 -2)" = [(z—2)(@@-%)]" = [2° -z (2 +Z) + 7]
Ij &
— [3_:2 —2zRez; + |zj|2] = [:1:2 +p;z + qj]i’

dla 1 < j < s. OtrzymaliSmy w ten spos6b zadana posta¢ wielomianu.




2.4. Utamki proste 37

Cwiczenie 2.36. Rozlozy¢ na nierozktadalne czynniki rzeczywiste wielomiany
rzeczywiste o podanych stopniach i pierwiastkach:

(a) n=4, 20 = —1+1i, zp =2 — 3i;

(b) n =15, 21 =4, 20 = 1 — 2i o krotnosci 2;

fe) n=06,a=1, 2 =2, 25 =1, &4 =2
(d)n=7,2 =0, z20=2+1 o krotnosci 2, z3 = 3.

Cwiczenie 2.37. Podane wielomiany przedstawié w postaci iloczynu wielo-
mianéw rzeczywistych nierozkladalnych:

(a) W(z) =23 —-8; (b) W(z) =2+ 16; (c) W(z) =2 - 322 +2;
(d) W(z)=2"—1; (e) W(z)=a+2>+1; (f) W(z)=2%+27.

Cwiczenie 2.38. Pokazac, ze kazdy wielomian rzeczywisty stopnia nieparzy-
stego ma pierwiastek rzeczywisty.

2.4. Utamki proste

Definicja 2.39. (funkcja wymierna, wymierna wiasciwa)

Funkcjq wymierng rzeczywista (zespolona) nazywamy iloraz dwéch wielomia-
néow rzeczywistych (zespolonych), przy czym dzielnik nie jest wielomianem
zerowym. Funkcje wymierng nazywamy wlasciwg, jezeli stopien wielomianu w
liczniku utamka okreslajacego te funkcje jest mniejszy od stopnia wielomianu
w mianowniku.

Uwaga. Kazda funkcja wymierna jest suma wielomianu oraz funkcji wymiernej
wlasciwej.

Cwiczenie 2.40. Podane funkcje wymierne rozlozyé na sume wielomianu i
funkcji wymiernej wlasciwe;:

(a) :174+4;t:+1_ (b) ;r:5+:c_ (0) izt + 22434
2+2 341’ & 242—-1 °

Definicja 2.41. (ulamki proste)
* Zespolonym utamkiem prostym nazywamy zespolona funkcje wymierng po-
staci:
A
(z+a)"’

* Rzeczywistym ulamkiem prostym pierwszego rodzaju nazywamy rzeczywista
funkcje wymierng postaci:

gdzie A,a € C oraz n € N.

A
(z+a)™’

gdzie A,a € R oraz n € N.
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® Rzeczywistym utamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy rzeczywisty
funkcje wymierng postaci:

Az+ B

—— — _  gdzie p,q,A,B,€ R oraz n € N, przy czym A = p?2—4q < 0.
@i 5o rd pray czy pP—4q
Przyklad 2.42. Funkcje wymierne:
(a) i 1—3: 1

z+4’ (z —14)3’ (z —1+2i)9
sg zespolonymi ulamkami prostymi;

-1 5 2

Y i o LS il
(b) z+2’ (z—3)%’ e
sa rzeczywistymi ulamkami prostymi pierwszego rodzaju;
(©) 2=z 1 T 3z —5
Y 9, 0. 1 ! ’ )

224+ 245 22 +1 (22 + 4)%° (22 — 4z + 19)™°

sa rzeczywistymi ulamkami prostymi drugiego rodzaju.

TWIERDZENIE 2.43 (o rozkladzie funkcji wymiernej wlasciwej na ulamki proste)

Kazda funkcja wymierna wlasciwa rzeczywista (zespolona) jest suma rzeczy-
wistych (zespolonych) utamkéw prostych. Przedstawienie to jest jednoznaczne.
W szezegdlnosei:

(a) Zespolona funkcja wymierna wlasciwa

P(z)

cn (2 — zl)k1 (z— Z2)k2 ez — zm)k"‘

jest suma k1 + ko + ... + kp, zespolonych utamkéw prostych, przy czym czyn-
nikowi (z — zi)k" odpowiada suma k; utamkéw prostych postaci:
Aj Ao A

= P =
2—z (3—m) (z — z)™

gdzie Aﬂ,Aig, R :Aik,: eCdlal<i<m.
(b) Rzeczywista funkcja wymierna wlasciwa
P(z)
an@—2) " @—29)"% . @—)* @ +pr1z+a) @ +par+e)” .. @ Hpsata)”

jest suma ky + ko + ... + k, rzeczywistych ulamkoéw prostych pierwszego ro-
dzaju oraz l; + 1z + . ..+ s rzeczywistych utamkéw prostych drugiego rodzaju,

przy czym
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e czynnikowi (z — mi)k" odpowiada suma k; utamkéw prostych pierwszego ro-
dzaju postaci:

Ail A Aik,‘_
+ 5 o+ e b =y
T—Ti (x—x;) (x —x;)™

gdzie Aﬂ,Aiz, s & 1Aik4 eRdlalgi< T,

e a czynnikowi (332 + pjT + qj)lj odpowiada suma [; ulamkéw prostych dru-
giego rodzaju postaci:

Bjiz+Cj Bjozx + Cjo oy szj:lf + lej
2 +piz+q; (22 +pjz + q;)° (22 + pjz + Q'j)lj

gdzie le,ng,...,Bﬂj,cﬂ,ng,...,Cﬂj eRdlal<j<s.

Cwiczenie 2.44. Napisaé¢ ogélny rozklad zespolonych funkcji wymiernych na

zespolone utamki proste (nie oblicza¢ wspélezynnikéw):

4z + 1 1414+1i22 2422 1

(@) 53— (b) ——i () 55 (d) — =5
22 (24 1) 2t —16 (2 +1)32 (22 +1) (2 +2)

Cwiczenie 2.45. Podane zespolone funkcje wymierne wlasciwe roztozyé na
sume zespolonych utamkéw prostych:

z+4 1 22 —2°2 42— 8
b) ————: N 3
Bay WOy ©Oagm—g Y73

2+9

Cwiczenie 2.46. Napisa¢ ogolny rozklad rzeczywistych funkcji wymiernych
na rzeczywiste utamki proste pierwszego lub drugiego rodzaju (nie obliczaé

wspolezynnikéw):
3z +42? + x4+ 1 2% + 3z — 1 3z
(a) g W———— () 5 ;
z(x+1) a® —p (z24+1)" (22 —-9)
z° +z2+1 3z +4 " + 25 + 25
(d) 2 3 (.2 » (e) 2 i () 2 202 2
(22 +4)° (22 + 1) (z+3) (22 +z+1) (z2 + 3)% (22 — 4)

Cwiczenie 2.47. Podane rzeczywiste funkcje wymierne wiasciwe rozlozy¢ na
sume rzeczywistych ulamkoéw prostych pierwszego lub drugiego rodzaju:

1 x? 2¢2 + 3z —1
. b 3 %
(&) 2( -1)2’ ( )1‘3-1—2332-1-2:5—!-1’ (©) -z
—6x—9 10z + 3 T
(d) (e) : (f)

:1:4 + 623 + 922

z3 4+ 27’ (x2+1)%




Macierze i wyznaczniki

W niniejszym rozdziale wprowadzamy macierze oraz definiujemy dziala-
nia na nich. Nastepnie okreslamy wyznacznik i omawiamy jego wlasnogci. Na
koncu rozdziatu definiujemy macierz odwrotng i podajemy Jjej wlasnosci. Po-
nadto omawiamy metody odwracania macierzy.

3.1. Macierze — podstawowe okreslenia

Definicja 3.1. (macierz rzeczywista i zespolona,)

Macierzg rzeczywista (zespolona) wymiaru m x n (m,n € N) nazywamy pro-
stokatng tablice zlozona z mn liczb rzeczywistych (zespolonych) ustawionych
w m wierszach i n kolumnach.

[a11 aiz ... @ l... a1y
G21 G22 ...HE ... agy,

-——i-ty wiersz

LAm1 Q2 ... . amn.j

J-ta kolumna

Uwaga. Macierze bedziemy oznaczali duzymi literami alfabetu np. A, B, X itp.
Element macierzy A sto jacy w i—tym wierszu oraz w J—tej kolumnie oznaczamy
Przez ai;. Macierz A mozna takze zapisywaC w postaci [a;;] mxn 1D [a;;], gdy
znany jest jej wymiar. Macierze A lub B sg rowne, gdy maja te same wymiary
M X n oraz a;j = b;; dla kazdego 1 < i < m oraz 1 < J < n. Rozwaza sie takze
macierze, ktérych elementami sa funkcje rzeczywiste lub zespolone.

Przykiad 3.2. Podane ponizej macierze:

§ g 1234
10 -3 ) 4456 et  cosx
A=[57 UJ’ B:[—lz-:-&J’ b 7890 D_[—COS.’L' e‘IJ'
! 5672

40
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maja odpowiednio wymiary 2 x 3,3 x1, 4x4, 2x2. Macierze A 1C sy rzeczy-
wiste, macierz B jest zespolona, a D jest macierza funkeyjna (rzeczywista).

Cwiczenie 3.3. (a) Zapisa¢ w formie macierzy wyniki jednej kolejki rozgrywek
ligowych w pilce noznej.
(b) Zapisa¢ w formie macierzy polozenie:

(i) pionkéw w czasie gry w warcaby; (ii) figur w czasie gry w szachy.
(c) Na $wiecie 150 panstw eksportuje i importuje towary do oraz z pozostalych
panstw. Zapisa¢ w formie jednej macierzy wielko$¢ importu i eksportu miedzy
nimi.
(d) Matryca w cyfrowym aparacie fotograficznym o rozdzielczoscl 12 Mpx
sktada sie z 4000 x 3000 pikseli. Kolorowe zdjecie zrobione tym aparatem
zapisa¢ jako macierz.
(e) Student z kazdego przedmiotu musi napisaé¢ dwa sprawdziany. Czy w jednej
macierzy mozna zapisa¢ wyniki obu sprawdzianéw uzyskane przez trzydziestu
studentéw z pieciu przedmiotow? Jak odnotowaé jednoczeénie fakt, ze student
nie pisat sprawdzianu?
(f) W formie jednej macierzy zapisaé¢ odleglosci drogowe 1 kolejowe miedzy
miastami wojew6dzkimi w Polsce.
(g) Jak w postaci macierzy zapisa¢ uklad kart na czterech rekach w brydzu?
A jak zapisaé¢ przebieg rozgrywki, czyli uklad kart kazdej z 13 lew?
(h) Zapisa¢ w formie macierzy wsp6lrzedne geograficzne, wysokosc, predkosé i
kierunek lotu 50 samolotéw przelatujacych w sasiedztwie wiezy kontroli lotéw.

Definicja 3.4. (rodzaje macierzy)

Macierz zerowa. Macierz wymiaru m x n, ktorej wszystkie elementy sa rowne
0 nazywamy macierzq zerowg wymiaru m X n i oznaczamy przez Qpxn lub
przez O, gdy znamy jej wymiar.

000 ...10

000...0 _
®1’TI,XTL == . o . M W1erszy

000...0

— ——

n kolumn

Macierz kwadratowa. Macierz, ktérej liczba wierszy réowna sie liczbie ko-
lumn nazywamy 7nacierzq kwadratowg. Liczbe wierszy (kolumn) nazywamy
wtedy stopniem macierzy kwadratowej. Elementy macierzy, ktore maja ten
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sam numer wiersza i kolumny, tworza gléwng przekging macierzy.

aijxp 12 A Aln
az @32 ... Q2n
Gnl a.n2 . ann

Macierz tréjkatna dolna. Macierz kwadratowa stopnia n 2> 2, w ktoérej
wszystkie elementy stojace nad gléwna przekatna sa réwne 0, nazywamy ma-
cierzq trojkgtng dolng. Macierz tréjkatna dolna oznaczamy zwykle przez L.

a1 O Q s O

az1 a22 0 - 0
I — | as1 as2 ass ... O

ap1 Ap2 Gnp3 --- QOnn

Macierz tréjkatna gérna. Podobnie okresla si¢ macierz tréjkatng gorng.
Macierz tréjkatna gérna oznaczamy zwykle przez U.

a1 a2 a1z ... Qin

0 ag9e az3 ... Q2n

U= 0 0 asg ... Qa3sn
0 0 0 s Gpp

Macierz diagonalna. Macierz kwadratowa stopnia n, w ktorej wszystkie
elementy nie stojace na giéwnej przekatnej sa rowne 0, nazywamy macierzq

diagonalng. Macierz taka oznaczamy symbolem diag (@i 08,5 -y 8a) -
aj 0 0 ... 0
0 az 0 ‘e 0
D=d1ag (alﬁaﬂa"',a"n): 0 0 az ... 0
0 0 0 ... an

Macierz jednostkowa. Macierz diagonalna, w ktorej wszystkie elementy
gléwnej przekatnej sa réwne 1, nazywamy macierzq jednostkowg. Macierz jed-
nostkowa stopnia n oznaczamy przez I, lub przez I, gdy znany jest jej stopien.

100 ... 0

U010 ... D
L= |00 1 o 0
n
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Macierz blokowa. Macierz, ktéra utworzono z macierzy A;; (1 <i<m, 1 <
§ < n) ustawionych w m wierszach i n kolumnach, nazywamy macierzq blo-
kowag.

A | Aa | ... | A
Ay [ A | ... | A2
Aml Am2 vos Amn
Macierze A;j1, A, ..., Ay, stojace w i-tym wierszu macierzy blokowej musza

mieé¢ te same liczby wierszy. Podobnie, macierze Ajj, Agj, ..., Anpj stojace w
j-tej kolumnie tej macierzy musza mie¢ te same liczby kolumn.

Przyklad 3.5. Macierze:
00
00000
() (0] [g 8] it

sa macierzami zerowymi odpowiednio wymiaréw 1 x 1, 3 x 2, 2 X 5;

0 10 1
123
(=i 14 -1 20 4
(b) A"[32—5J’B" 22APFT 3 18-
3-10 5

s macierzami kwadratowymi odpowiednio stopnia 2, 3 i 4. Macierze B i C sa
rzeczywiste, a macierz A jest zespolona;

12345

B 14i 0 0 01234

(c) A:[ 2_3],_8: —i 2—-i0|,c=|00123
3 -5 4i 00012

00001

sa macierzami trojkatnymi odpowiednio stopnia 2, 3 i 5. Macierze A i B sa
macierzami tréjkatnymi dolnymi, a macierz C' macierzg trojkatng gorna.

dy a=[%" ,B= é?g C= éggg
@ A= 0 2+5 oty 19" lunae
0004

sa macierzami diagonalnymi odpowiednio stopnia 2, 3 i 4. Macierz B jest
macierzg jednostkows;

1[0 0[1 117
oY é_}_}g 022123

€@ A=| 1 0 o-1 13| B=]2221456
1l 0[0 0|3 3 1

2 2 2‘1 OE n e =8
Lolo 0|1 33
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sa macierzami blokowymi zbudowanymi odpowiednio z 6 i 9 blokéw (macierzy).

3.2. Dziatania na macierzach

Definicja 3.6. (suma i rdznica macierzy)

Niech A = [a;j] i B = [b;;] beda macierzami wymiaru m x n. Sumg (réznicq)
macierzy A i B nazywamy macierz C' = [¢;;] wymiaru m x n, ktérej elementy
sa okreslone wzorem:

Cij = ij £ by
dla1 < i< moraz 1< j< n. Piszemy wtedy C = A+ B.
aj] @12 ... Qin by by2 ... by ann by aptba ... apthin
agy Gy ... Ggp bor bz ... by ag1 £bor axp by ... agy £bon
Aml Am2 - - - Amn bm1 bm2 - - - bmn Gm1 £ bm1 @Gm2 £bm2 .. . Gmn £ bn

Cwiczenie 3.7. Obliczy¢ sumy i réznice par macierzy:
1 -2 3 0 2 3 _[1—2 [ 3
) L= [5 6 7]’ < [—4 -5 _2]’ (b) A= [3+5¢]=B— [ —2]'

Definicja 3.8. (iloczyn macierzy przez liczbe)

Niech A = [a;j| bedzie macierza wymiaru m x n oraz niech a bedzie liczba
rzeczywista lub zespolona. Iloczynem macierzy A przez liczbe a nazywamy
macierz B = [b;;] wymiaru m x n, ktérej elementy sa okreslone wzorem:

bij = cmz-j

dlal <i<moraz 1< j<n. Piszemy wtedy B = aA.

ail] a12 ... Ain aayp] «a12 ... Glip

as1 a9 ... A92n aa9o1 a9 ... Q2
o i oo, s = i

Aml Am2 . .- Amn Oy OAm2 ... Cdmn

Cwiczenie 3.9. Obliczy¢ iloczyny liczb i macierzy:
. . —4 8 -24
_ . [ i 03+2¢ 5 |, o8 o kT B

Cwiczenie 3.10. (wlasnosci dzialari na macierzach)

Niech A, B, C beda dowolnymi macierzami rzeczywistymi (zespolonymi) tego
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samego wymiaru oraz niech «, (8 beda liczbami rzeczywistymi (zespolonymi).
Uzasadnié, ze:

(1) A+ B= B+ A; (2) A+(B+C) = (A+ B)+C;
3)A+0=0+ A= 4 (4) A+ (-A) =0y

(5) a(A+ B) = aA + aB; (6) (a4 B)A = aA+ BA;

() 1-A= A, (8) (o)A = a(A).

_— i . 112 o =t 121
Cwiczenie 3.11. DlamaclerzyA—[O?)_l],B‘[ 1 9 0]

(a) obliczy¢ 5(A + 2B) + 4(2A — B);
(b) rozwigza¢ réwnanie 3(A + X) +5(3X + B) = A — B.

Definicja 3.12. (iloczyn macierzy)

Niech macierz A = [a;;] ma wymiar m x n, a macierz B = [b;;] wymiar n x k.
Tloczynem macierzy A i B nazywamy macierz C = [cij] wymiaru m x k, ktérej
elementy okreélone sg wzorem:

Cij = @ity + aigbgj + ... + ainby;
dla 1l <i<moraz 1 < j< k. Piszemy wtedy C = AB.

Uwaga. Element ¢;; iloczynu macierzy A i B otrzymujemy sumujac iloczyny
odpowiadajacych sobie elementéw i-tego wiersza macierzy A i j—tej kolumny
macierzy B. lloczyn macierzy A i B mozna obliczy¢ tylko wtedy, gdy liczba
kolumn macierzy A réwna sig liczbie wierszy macierzy B. Tloczyn A-A-... - A
zlozony z n macierzy A oznaczamy przez A",

j-ta kolumna _

a1 - by by

a2 - ij == sz

macierz B

i-ty wiersz | Q41 @42 aai Qin ves Gij oaee

macierz A macierz C = AB

Rys. 3.1. Schemat Falka obliczania iloczynu macierzy
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Cwiczenie 3.13. Obliczy¢ iloczyny par macierzy:

3 1 0

21 B 2 3 -1 2

(a)A:[_13_2i\aB:\i*‘1}; (b) A= 0 -1 1B:[ 3_5]5
2 4-3

7 il42] p_[ -1 i
(C)A_[éi}Z3i]’B_[5+i4-3i]‘

3
Cwiczenie 3.14. Obliczy¢ iloczyny AB i BA dla: A=[123)],B= [2] i
1

C'wiczenie 3.15. Wykonujgc mnozenie odpowiednich macierzy wyTazié zmien-
ne x, 1y, z, t w zaleznosci od zmiennych p, g, 7, jezeli

Tz = 2u + 3v,

Y= u — 4v, i = p—t—q+2fr’
z=3u+ v oraz {v=3p4q— T
b= = ¥

Cwiczenie 3.16. Ukladajac i rozwiazujac odpowiedni uklad réwnan znalezc¢
rozwigzania réwnan macierzowych:

R ICH R FHICIEE H A )
X

ax[i2)- B s ex =) 0] 3]

Cwiczenie 3.17. Dane sa macierze
0
3
7
5

przy czym element a;x macierzy A oznacza liczbe sztuk towaru T, ktéry chee
kupi¢ klient Kj, za$ element by; macierzy B oznacza cene towaru T w sklepie
Sj, gdzie 1 <@ < 4,1<k<borazl<]< 3. Obliczy¢ iloczyn AB, a z
otrzymanego wyniku odczytac:

(a) kwote, jaka zaplacitby klient K3 w sklepie Sa;

(b) kwote, jaka zaplaciliby lacznie wszyscy klienci w sklepie Si;

(¢) numer sklepu, w ktérym klient K, zaplacitby najmniej;

(d) numer sklepu, w ktérym klient Ky zaplacilby najwiecej.
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Cwiczenie* 3.18. Niech L bedzie przeksztatceniem plaszezyzny postaci
L(z,y) = (az + by, cxz + dy) (a,b,c,d € R).
Przeksztalceniu L przyporzadkowujemy macierz
ab
a2
(a) Uzasadnié, ze skladaniu przeksztalcen K i L tej postaci odpowiada mno-
zenie macierzy (tzn. Ap.x = ApAk).
(b) Podaé¢ macierz symetrii S wzgledem osi Ox.

(¢) Wyznaczy¢ macierz obrotu O o kat m/6 wokél poczatku ukladu wspdél-
rzednych w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

(d) Napisa¢ macierze ztozen S o O oraz O o S.

Cwiczenie* 3.19. Uzasadnié, 7e iloczyn macierzy:
(a) diagonalnych jest macierza diagonalna;
(b) tréjkatnych gérnych (dolnych) jest macierza tréjkatna gérna (dolna).

FAKT 3.20. (wlasnosci iloczynu macierzy)

Niech A, B, C beda macierzami rzeczywistymi (zespolonymi) oraz niech «,
3 beda liczbami rzeczywistymi (zespolonymi). Wtedy prawdziwe sg réwnosei
(pod warunkiem, ze wystepujace w nich dziatania sa wykonalne):

(1) A(B+C)=AB+ AC; (2) (A+ B)C = AC + BC;

(3) (AB)C = A(BC); (4) A(aB) = (0¢A)B = a(AB);

(5) AI = A; (6) TA = A.

Uwaga. Wiasnosci w punktach (1) i (2) nazywamy rozdzielnoscia mnozenia
wzgledem dodawania, a whasnos¢ w punkcie (3) lacznodcia mnozenia. Mnozenie
macierzy kwadratowych nie jest przemienne, bowiem na ogét AB # BA.

Dowdd (3). Niech [Y],; oznacza element i-tego wiersza i j-tej kolumny macierz Y.
Wystarczy udowodnié, ze dla dowolnych liczb naturalnych i, 5, gdzie i = 1,...,m,
j=1,...,1, zachodzi réwnoé¢ [(AB)C],; = [A(BC)],; . Z definicji mnozenia macierzy
wynikaja réwnosci

k k n
[(AB)CL‘_;; = Z [‘AB]icz [O]aj T Z (Z [A];‘,a [B],Ba) [C]aj

B=1

a=1
n k n

= Z [A]iﬁ (Z [B]ﬁa [C]cxj) = Z [A]iﬁ [BC],@j = [A(BC)]U d
/=1 a=1 B=1

Cwiczenie 3.21. Poda¢ przyklady macierzy A, B, ktore spelniajg relacje:
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(a) AB # BA; (b) A2=0i A+ O
) AB=0iA#0iB#0; (d)A=0iA42#0.

Cwiczenie 3.22. Niech macierze kwadratowe A, B maja ten sam stopien oraz
niech beda przemienne, tzn. spelniaja réwnoé¢ AB = BA. Uzasadni¢ tozsa-
mosci:

(a) (A+B)? = A2+ 2AB+ B?; (b) A2-B>=(A+B)(A-B);

(c) (AB)* = A2B?, (d) (A+ B)* = A* + 3A’B + 3AB? + B®.

Cwiczenie 3.23. Rozwiazaé réwnanie macierzowe
200 500 -3 0 6
X[DQU}—[U5U}X=[OQ 3].
002 005 015 —12

Cwiczenie 3.24. W zbiorze macierzy zespolonych znalezé wszystkie rozwia-
zania réwnania macierzowego
2 |0 O
X—[o—ly
01

Pokazaé, ze w tym samym zbiorze réwnanie X 2= [ 00

] nie ma rozwigzan.
Cwiczenie 3.25. Dla macierzy A obliczyé A2, A3, AL

011 111
m)A:{001}; w)A;[011].
000 001

Cwiczenie 3.26. Dla macierzy A wyprowadzi¢ wzory ogélne na macierze A"
(n € N):

wa=[11  ma= t}gﬂ ©a=[25]

Udowodni¢ otrzymane wzory za pomoca indukcji matematycznej.

Cwiczenie* 3.27. Rysunek przedstawia schemat polaczen pieciu stacji kolejki
3

linowej w gérach.
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Elementy a;; macierzy polagczen A sa okreslone wzorem

1, gdy stacje i oraz j maja bezposrednie polaczenie,
b=
W 0, w przeciwnym przypadku.

(a) Napisa¢ macierz A.
(b) Uzasadni¢, Ze element ¢;; macierzy A™ jest réwny liczbie réznych tras
taczacych stacje i ze stacja j zlozonych z n odcinkéw.

(c) Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe n, dla ktérej mozliwe jest dotarcie z dowolnej
stacji poczatkowej do dowolnej stacji koncowej w n odcinkach.

(d) Mieszkasz w schronisku przy stacji 2 i masz karnet na cztery przejazdy. Ile
réznych wycieczek mozesz zrobic?

Cwiczenie* 3.28. Zawodnicy z; i z» strzelaja do celu. Zawodnik z trafia z
prawdopodobiefistwem p), za$ 29 z prawdopodobiefistwem po. Strzal prébny
wykonuje zawodnik wybrany losowo. Przy czym prawdopodobienstwo wybra-
nia zawodnika z; wynosi p, a zawodnika drugiego 1 — p. Pierwszy oraz kolejne
strzaly zawodnicy wykonuja sa wedlug nastepujacej zasady: po kazdym strzale
celnym strzela z1, a po chybionym zs.

(a) Niech p;; oznacza prawdopodobienstwo tego, ze po strzale zawodnika Z;
bedzie strzelal zawodnik Z;. Napisa¢ macierz P = [p;;] .

(b) Niech p;j(n) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze n-ty strzal po zawod-
niku Z; wykona zawodnik Z;. Napisa¢ macierz P(2) = [p;;(2)].

(c) Uzasadnié¢, ze P(n) = [p;j(n)] = P" dlan > 1.

(d) Niech p;(n) oznacza prawdopodobiefistwo tego, ze n-ty strzal wykona za-
wodnik Z;. Uzasadnié, ze [p)(n) p2(n)] =[p 1 —p|] P".

(e) Obliczy¢ p1(2) dlap=1/3, p1 = 1/2, po = 3/4.

Definicja 3.29. (macierz transponowana)

Niech A = [a;;] bedzie macierza wymiaru m x n. Macierzq transponowang do
macierzy A nazywamy macierz B = [b;;] wymiaru n x m, ktérej elementy sa
okreslone wzorem:

bz-j:aﬁ (1<isn, 1<j<m).

Macierz transponowana do macierzy A oznaczamy przez A’ .

Uwaga. Przy transponowaniu, kolejne wiersze macierzy wyjsciowej staja si¢
kolejnymi kolumnami macierzy transponowanej. [lustrujemy to na przykladzie
macierzy wymiaru 3 x 5.
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|a11 a12 13 14 al5| a1l | |Gz (|as

. a2 |(|azz||as32

A= Iazl a2 az3 A4 025| ’ AT = | |a13||ags||ass
14 || 024 || B34

[331 a32 33 034 agﬂ] ais | |azs || ass

Cwiczenie 3.30. Napisa¢ macierze transponowane do macierzy:

[1—24 123
= »i T i
=3 75 g (b)B__zfi]’ © C [333].

FAKT 3.31. (wlasnosci transpozycji macierzy)
Niech A, B beda macierzami rzeczywistymi (zespolonymi) oraz niech a bedzie
liczba rzeczywista (zespolona). Wtedy prawdziwe sa réwnosci (pod warun-
kiem, ze wystepujace w nich dzialania sa wykonalne):

7 ,
(1) (A+B)" =AT+BT; (2) (A7) =4; ) (@4)" =aA”;

(4) (AB)" = BT AT, (8) (4")" = (AT)" (r e N).

Dowéd (4). Stosujac oznaczenia jak w poprzednim dowodzie wystarczy uzasadnic,
ze dla dowolnych liczb naturalnych i, j, gdzie i = 1,...,k, j = 1,...,m, zachodzi
réwnosé

[(AB)TLJ‘ = [BTAT]z‘j :

7 definicji mnozenia macierzy wynika. ze

[(AB)T] i,j: [ABL'L :Z [A]ja Z [AT]C(J [BT Z [BT]:C: AF [BTAT]
a=1

Definicja 3.32. (macierz symetryczna i antysymetryczna)

Magcierz kwadratowa A nazywamy symetryczng, T]ezeh AT = A. Macierz kwa-
dratowa A nazywamy antysymetryczna, jezeli A

Uwaga. Macierz jest symetryczna, gdy jej elementy polozone symetrycznie
wzgledem gléwnej przekatnej sa réwne. Macierz jest antysymetryczna, gdy jej
elementy polozone symetrycznie wzgledem gléwnej przekatnej réznia sie tylko
znakiem, a elementami gléwnej przekatnej sa tylko 0.

Cwiczenie 3.33. Wskazaé, ktére z macierzy sa symetryczne, a ktére antysy-
metryczne:

12 1i4 00 2 O = i
40 3i —21 0 4-5 0
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Cwiczenie 3.34.
(a) Niech A bedzie macierzg kwadratowa. Pokazaé, 7e macierz A + AT jest
symetryczna, a A — AT antysymetryczna.

(b) Niech A bedzie macierza dowolnego wymiaru. Pokaza¢, ze macierze AAT
iATA sy symetryczne.

(¢) Uzasadnié, ze kazda macierz kwadratows mozna jednoznacznie przedstawié
W postaci sumy macierzy Symetrycznej i antysymetryczne;:

A:%(A+AT)+%(A—AT).

Cwiczenie* 3.35. Macierze kwadratowe A4 i B tego samego stopnia sy sy-
metryczne. Pokazad, ze ich iloczyn Jest macierza symetryczng wtedy i tylko
wtedy, gdy AB = BA.

3.3. Definicja indukcyjna wyznacznika

Definicja 3.36. (: wyznacznik)

Wyznacznikiem nazywamy funkcje, ktéra kazdej macierzy kwadratowej rzeczy-
wistej (zespolonej) A = [ai;] przypisuje liczbg rzeczywista (zespolong) det A.
Funkcja ta jest okreélona wzorem indukeyjnym:

(1) jezeli macierz A ma stopiefi n = 1, to det A = a;;

(2) jezeli macierz A ma stopien n > 2, to

det A = (_1)1+1a11 det AH + (—1)1+2012 det A12 A% st (-I)H"aln det AIn
gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymana z macierzy A przez skre-
slenie i—tego wiersza i j-tej kolumny.

Uwaga. Wyznacznik macierzy A oznaczamy takze przez det [a;;] lub |Al, a w
formie rozwinigtej przez

Ayt 019 v  @am Gj1 B1D . wiv  Gin

a21 Qg2 ... Gg, az1 423 ... Aoy
det . , . : lub

Gnl Qn2 ... dapp Gnl Qp2 ... apy

Cwiczenie 3.37. Korzystajac 7z definicji obliczyé wyznaczniki:

000 -30

- 24 1 f?}‘f 010 00
(a)lﬁ' (b) |10 —1]; (c)2_110; (d)[{000 05].
29 3 -t 200 00

004 00
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Uwaga. Z definicji wynika, ze wyznacznik drugiego stopnia wyraza si¢ wzorem

det[a 2]:@(1!}0,
a trzeciego stopnia wzorem
a b c d d
det[def}:: fzj: b‘ f +c\ z

= aei —afg+ bfg— bdi + cdh — ceg.
Ostatni wzér mozna zapisa¢ w formie tzw. reguly Sarrusa®

a b><c a/b
d>€><f d\e = aei + bfg+ cdh — ceqg — afh — bdi.
9 h i g h
= / N Ny Sk
=50 - + o+ o+

! Regula ta nie przenosi si¢ na wyznaczniki wyzszych stopni.

Cwiczenie 3.38. Korzystajac z powyzszych wzoréw obliczy¢ wyznaczniki:

: : 123 i 1 1—i

-2 3 14+¢ 5i _

(2) 57‘? (b) | _4 g_9i|i (©|-20 1 : (d)]|0 -2 4+3i
51 26 0 5

Interpretacja geometryczna wyznacznika 2-go stopnia

a b
det [ p d]
jest réwny (z dokladnosciag do znaku)
polu réwnolegloboku D rozpigtego na

wektorach v = (a,b), v = (¢,d) (rys.
3.2}

Wyznacznik

b Rys. 3.2. Interpretacja geometryczna
| det [ ‘z d] | = pole (D). wyznacznika stopnia drugiego

Dowéd. Przedstawiono na rysunkach. Dowéd ten pochodzi od Davida Gau (zobacz
R.B.Nelsen, Proofs without words, MAA, Washington 1993).

*Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861), matematyk francuski.
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ad — be

-
T C a xr

Interpretacja geometryczna wyznacznika 3-go stopnia
Wyznacznik
a b c
det | d e f
g h i
jest réwny (z dokladnoscia do znaku)
objetosci réwnolegloscianu V' roz-

pictego na wektorach v = (a,b,c),
v=(de, f), w=(g,hi) (rys. 3.3);

abc
" i Rys. 3.3. Interpretacja geometryczna
| det [d ; f ] | = objetosc (V). wyznacznika stopnia trzeciego
g 1

Dowédd. Powyzszy wzor wynika z interpretacji geometrycznej iloczynu mieszanego
wektoréw i Faktu 5.36 (str. 102).

Uwaga*. Prawdziwe sa analogiczne interpretacje geometryczne dla wyznacz-
nikéw wyzszych stopni.

Cwiczenie 3.39. Obliczy¢ pole:

(a) réwnolegloboku rozpietego na wektorach u = (—1,3), v = (2,5);

(b) tréjkata o wierzchotkach A = (1,-1), B = (3,4), C = (-2,5).

Wsk. Pole tréjkata rozpietego na dwéch wektorach jest réwne 1/2 pola réw-
nolegloboku rozpigtego na tych wektorach.

Cwiczenie 3.40. Obliczy¢ objetosé:

(a) réwnoleglodcianu rozpietego na wektorach v = (1,1,1), v = (—1,0,5),
w = (11 *2: *3);

(b) czworoscianu o wierzchotkach A = (0,1,2), B = (1,-2,3), C = (0,-1,5),
D =(-1,-3,0).

Wsk. Objetosé czworoécianu rozpietego na trzech wektorach jest réwna 1/6
objetosci réwnolegloScianu rozpigtego na tych wektorach.




54 Rozdziat 3. Macierze i wyznaczniki

Cwiczenie 3.41. Uzasadnié wzér na pole tréjkata o wierzcholkach A = (z1,91),
B= (1“2’y2)7 C= (-753,9'3)1

1 I q:
pole (AABC) = 5' det | 2 y2 1 |].
z3 Y3 1
Nastepnie pokazaé, ze ponizszy wyznacznik nie zalezy od parametru p i podad
interpretacje geometryczna tego faktu.
z1+p (21+p)° 1
det | 23 +p (z2+p)° 1
z3+p (z3+p)° 1

Definicja 3.42. (dopetnienie algebraiczne, macierz dopelnien algebraicznych)
Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratows stopnia n > 2. Dopelnieniem
algebraicznym elementu a;; macierzy A nazywamy liczbe:

D;; = (—1)i+j det A;j,
gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymang przez skreslenie i—tego wier-
sza i j—tej kolumny macierzy A. Macierz [D;;] nazywamy macierzq dopelnien
algebraicznych.

Cwiczenie 3.43. W podanych macierzach obliczyé¢ dopelnienia algebraiczne
zaznaczonych elementéow:

b 0-1[5] 1

a) A= |;(b) B= 312 1li(erC=
(@) [2—51}() _5_1 ) -2 30 2
4 23 -1

TWIERDZENIE 3.44 (rozwinig¢cia Laplace ‘at wyznacznika)

Niech A = [a;;] bedzie macierzg kwadratows stopnia n > 2 i niech liczby na-
turalne i oraz j (1 <i,j < n) beda ustalone. Wtedy wyznacznik macierzy A
mozna obliczyé ze wzoréw:

det A = a;1 Dj1 + aipDig + . .. + @inDin,

det A = G,]lej + angzj + .+ ananj.
Inaczej méwiac, wyznacznik macierzy jest réwny sumie iloczynéw elementow
i—tego wiersza i ich dopelnien algebraicznych. Wzér ten nazywamy roZWINIg-
ciem Laplace’a wyznacznika wzgledem i-tego wiersza; Podobnie, wyznacznik
macierzy jest réwny sumie iloczynéw elementéw j-tej kolumny i ich dopel-
nien algebraicznych. Wzér ten nazywamy rozwinigciem Laplace’a wyznacznika
wzgledem j—tej kolumny.

tPierre Simon de Laplace (1749-1827), matematyk, fizyk i astronom francuski.
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Uwaga*. Dla ustalonych liczb naturalnych r, s (1 < r,s < n, r # §) praw-
dziwe sa wzory:

as1Dr +as2Drg + ... + agn Dy, = 0,

a1sDyy + a2 Do + ... + s Dy = 0.
Inaczej méwigc, suma iloczynéw elementéw dowolnego wiersza i dopelnien
algebraicznych elementéw innego wiersza jest réwna 0. Podobnie, suma ilo-
czynéw elementéw dowolnej kolumny i odpowiadajacych im dopelnien alge-
braicznych innej kolumny jest réwna 0.

Cwiczenie 3.45. Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a obliczy¢ wyznaczniki.
Wyznaczniki rozwing¢ wzgledem wiersza lub kolumny, ktére zawieraja naj-
wigcej zer.

1 02 0 0

i 0 -3 Tgre i 0 20 1-3

(@) | 2 —-1+i 5 |; (b) 0 4 -2 1] (c)|3 40 0 -1].
1+4i 3 -2 iy 8 5 04 -2 0
0-12-2 0

Cwiczenie 3.46. (wyznacznik macierzy tréjkatne;)
Pokazaé, ze wyznacznik macierzy tréjkatnej dolnej lub gérnej jest réwny ilo-
czynowi elementéw stojacych na jego gléwnej przekatne;:

al 0 e 0 a1 a2 ... Qain
az as ... 0 0 azo ... don

det . . . . = det 5 S ) ; =Q11°G22- ... App-
Anl Ap2 ... QApp 0 0 oo Opn

Korzystajac z tego wzoru obliczy¢ wyznaczniki macierzy tréjkatnych:
—1—-4 147 2 4-3i

1 00
g
@|-1 20(; ® g ?; 3732 e
123 ;

0 0 0 7}

Cwiczenie 3.47. Obliczy¢ wyznaczniki:

2 -5 31 Sl o

12 -5 & peie. B2 831w

)| 43 0 @), il @33 ...
-20 0 i A wy 220..0
100...0




56 Rozdziat 3. Macierze i wyznaczniki

Cwiczenie* 3.48. Znalezé wzory na wyznaczniki podanych macierzy stopnia
n, a nastepnie udowodni¢ je korzystajac z indukeji matematycznej:

ail a2 ve. Aip—1 Qin 2 1 0 ... 0

any 199 R R | 0 -1 2 1 e 0

ot i s e pls g8t Bes
n—-11 Qp—12 --- 0 0 : :

Gl 0 0 0 0 00 2

3.4. Definicja permutacyjna wyznacznika*

Definicja 3.49. (permutacja)

Permutacjg n-clementows (n € N) nazywamy kazde roznowartodciowe odwzo-
rowanie p zbioru {1,2,...,n} na siebie. Permutacje taka zapisujemy w postaci

T 2 ..o F ium
= ' lub krétko  p = o i o
& (P1p2-..pi...pn) ub krétko  p=(p1 P2 .- Pi -+ Pn)

gdzie p; oznacza warto$¢ permutacji p dla argumentu i. Zbiér wszystkich per-
mutacji n—elementowych oznaczamy przez Py.

Uwaga. Istnieje n! réznych permutacji n—elementowych.

Cwiczenie 3.50. Napisaé¢ wszystkie permutacje 2, 3— i 4-elementowe.

Definicja 3.51. (inwersja, znak permutacji)

Niech p = (p1 P2 --- Pi -- Pj - pn ) bedzie permutacja n-elementowa.
Para {p;, pj} elementéw tej permutacji tworzy inwersje, gdy pi > pj oraz
i < j. Znak permutacji p jest okreSlony wzorem sgn (p) = (=1)F, gdzie k
oznacza liczbe par elementéw tej permutacji, ktore tworza inwersje.

Cwiczenie 3.52. Wypisa¢ wszystkie pary elementow podanych permutacji,
ktére tworzg inwersje oraz okresli¢ znaki tych permutacji:

(a) p=(123); (b)p=(615243); (c)p=(135786429).

Definicja 3.53. (permutacyjne okreslenie wyznacznika)

Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Wyznacznikiem ma-
cierzy A nazywamy liczbe det A okreslong wzorem:

det A= sgn(p)aip, azp; - - - Gnpy;
pEPy

gdzie p= (p1 p2 -.- Pn ), a sumowanie obejmuje wszystkie (tj. n!) permu-
tacje n—elementowe.
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Uwaga. Definicja permutacyjna wyznacznika Jest réwnowazna definicji induk-
cyjnej.

Cwiczenie 3.54. Korzystajac z definicji permutacyjnej obliczy¢ wyznaczniki

macierzy:
© 030 000
000 010 13 54 Lo s
000 =500 02 13

@1 200 0oolF ®|gg_371l (C)[ 01 0}'
000 004 00 05 —30 -2
| 006 000

Cwiczenie 3.55. Korzystajz@c z definicji permutacyjnej napisa¢ wzory ogolne
na wyznaczniki macierzy stopnian =1, n=2in = 3.

3.5. Witasnosci wyznacznikéw

FAKT 3.56. (wlasnosci wyznacznikéw)

(1) Wyznacznik ma,merzy kwadratowej majacej kolumne zlozong (wiersz zlo-
zony) z zer jest réwny 0:

det| B | =0

(2) Wyznacznik macierzy kwadratowej zmieni znak, jezeli przestawimy miedzy
soba dwie kolumny (dwa wiersze):

(8) Wyznacznik macierzy kwadratowej majace] jednakowe dwie kolumny (dwa
wiersze) jest réwny 0:
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(4) Jezeli wszystkie elementy pewnej kolumny (pewnego wiersza) macierzy
kwadratowej zawieraja wspolny czynnik, to czynnik ten mozna wylaczy¢ przed
wyznacznik te] macierzy:

det = cdet

W konsekwencji mamy det (cA) = ¢" det A.

(5) Wyznacznik macierzy kwadratowej, ktorej elementy pewne] kolumny (pew-
nego wiersza) sa sumaini dwoch skladnikow, jest réwny sumie wyznacznikow
macierzy, w ktorych elementy tej kolumny (tego wiersza) sa zastapione tymi
skladnikami:

det = det

(6) Wyznacznik macierzy nie zmieni sie, jezeli do clementéw dowolnej kolumny
(wiersza) dodamy odpowiadajace im elementy innej kolumny (innego wiersza)
tej macierzy pomnozone przez dowolna liczbe:

det = det

Ogolnie: wyznacznik macierzy nie zmieni sie, jezeli do elementéw dowolnego
wiersza (kolumny) dodamy sume¢ odpowiadaj@cych im elementéw innych wier-
szy (kolumn) te] macierzy pomnozonych przez dowolne liczby;

(7) Wyznaczniki macierzy kwadratowe] 1 jej transpozycji sa rowne:
det A = det (A”)

(8) Niech Ay, Ag,..., Ar beda macierzami kwadratowymi, niekoniecznie tych
samych stopni. Wtedy

=detA1-detA2-...-detAr,
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gdzie symbole @ oznaczaja macierze zerowe, a symbole ? dowolne macierze
odpowiednich wymiaréw.

Uwaga. Korzystajac z powyzszych wlasnosci wyznacznikéw mozna istotnie
uprosci¢ ich obliczanie. Pozwalaja one tak przeksztalci¢ wyznacznik, aby w
jego wybranym wierszu lub kolumnie pozostawi¢ co najwyzej jeden element
niezerowy. Do oznaczania operacji na macierzach bedziemy stosowali symbole:
1. kj +— k; — zamiana i-tej oraz j—tej kolumny;

2. ck; — pomnozenie j-tej kolumny przez liczbe ¢ (e #0);

3. k; + ck; — dodanie do elementéw i-tej kolumny odpowiadajacych im ele-
mentéw j-tej kolumny pomnozonych przez liczbg c.

Analogiczne operacje na wierszach bedziemy oznaczali odpowiednio w; «— wj;
cw;; w; + cw;. Podane wyzej dzialania na kolumnach i wierszach macierzy na-
zywamy operacjami elementarnymi.

Dowéd. Dowody wlasnosci (1) — (6) przeprowadzimy dla kolumn. Symbolem [k1kz . . . kx]
oznaczamy macierz A = [a;;] stopnia n o kolumnach k1, k2, ..., kn.
(1) Zalézmy, ze kolumna k; jest zerowa. Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem tej
kolumny otrzymujemy

det[kl...(]...kn] =0'D1j+0-ng +...+0-Dy; =0.
(2) Stosujemy indukcje matematyczna ze wzgledu na n. Dla n = 2 mamy

ailz a2
az; @G22

a2 a
det [k1 k2] = = a11022 — A12021 = — a;z a;i = —det [kak].

Zalézmy teraz, ze dla dowolnej macierzy stopnia n przy przestawieniu kolumn wy-
znacznik zmienia znak. Niech A bedzie macierza stopnia n + 1. Rozwijamy wyznacz-
nik tej macierzy wzgledem kolumny, ktéra nie ulega przestawieniu, np. kolumny k41
otrzymujac

det[ky...ki-..kj.. knt1) = @1ns1Dint1 + @2n41D2n41 + ... + Gnpint1 Dngarnga.

Oznaczmy przez Dj, ., gdzie 1 <1 < n+1, dopelnienia algebraiczne elementow
ostatniej kolumny macierzy A po przestawieniu kolumn k; i k;. Z zatozenia indukeyj-
nego wynika, ze D], ., = —Din41, zatem

det A = — (a1n41D) 1 + 2 wit Dy oo Flppinii D at)
= —det [ky...&j .. ki hakng] -
(3) Niech k; = k;. Korzystajac z wlasnodci (2) otrzymamy
det[k1...kj...kj...kpkns1] = —det[ky...kj...Kj...knknt1].
Stad
2det[ky...kj...kj...knknsy1] =0, czyli det[ky...k;...kj... .knkni1] =0.
(4) Zastosujemy rozwiniecie Laplace’a wyznacznika wzgledem j—tej kolumny. Mamy

det [k’l - .ij e kﬂ] = cay; Dy + caziDoj + ...+ cananj
= c(aiyDyj +azjDa; + ...+ ananj) =cdet[k1...kj... k.
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(5) Rozwijamy wyznacznik wzgledem j-tej kolumny otrzymujac
det [kl i k_?-{-k; kn] =

= (a1;+di;) Dyj+ (azj+ab;) Daj + ... + (anj+ay;) D

= (a1;D1; + a2;Dzj + - . + anjDnj) + (a4;D15 + ay;Daj + ... + 653 D)

:det[kl...kj...kﬂ]+det [kl k;kn] 2
(6) Wykorzystujemy wlasnosei (5), (4) oraz (3) zaznaczajac ten fakt nad réwnoscig.
Mamy

det[k1 ...k{‘Fij...kj...kn,] =
(5)

) et kr ... ki k... ko) +det[k1...ch;... ks ... kn]
9 det[ky...ki.. kj.. ko] +cdet[ky...kj... ks .. kn]
D det[kr...ki...kj...kn] +c-0

:det[kl...ki...kj...kﬂ].

(7) Zastosujemy dowdd indukeyjny. Dla n = 1 réwnoéé macierzy A = AT impli-
kuje réwnosé ich wyznacznikéw. Zalézmy teraz, ze réwnoéé det B = det BT zachodzi
dla kazdej macierzy B stopnia n — 1. Udowodnimy, ze det A = det AT dla macierzy
A = [a;;] stopnia n. Zauwazmy najpierw, ze (Ai;)" = (AT)ji , gdzie A;; oznacza ma-
cierz stopnia n — 1 powstalg przez skredlenie i-tego wiersza i j-tej kolumny macierzy
A a (AT)ﬁ oznacza réwniez macierz stopnia n — 1 powstalg przez skreslenie j-tego
wiersza i i-tej kolumny macierzy AT . Z zalozenia indukcyjnego zachodzi zatem réw-
noéé det (AT)ji = det (A;;)" = det A;;. Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika macierzy
AT wzgledem ostatniego wiersza daje réwnosci

det AT =
= arn(—1)™ det (A7), + aza(—1)™ det (A", + .. + ann(=1)""" det A7),
— @1n(—1)H" det Ajp + azn(—1)" det Agp + ... + ann(—1)"" det Ay, = det A.

(8) Wzér wystarczy udowodni¢ dla r = 2. W przypadku r > 2 stosuje si¢ induk-
cje matematyczna. Niech zatem A, B, C beda macierzami o wymiarach odpowiednio
n x n, k x k, k x n oraz niech @ bedzie macierzg zerowa wymiaru n x k. Uzasadnimy,

det[ g g ] = det A - det B.

Dowéd przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej ze wzgledu na k przy usta-
lonym n. Znak ? wpisany w bloku macierzy oznacza, ze elementy tam znajdujace si¢
sg nieistotne w rozwazaniach. Niech B = [bi;| bedzie macierza stopnia k. Dla k = 1
mamy

det [ é lfi ] = (=1)(HDH+4 . det A = byy - det A = det A - det B.

Zalézmy teraz, ze wzor z tezy zachodzi dla dowolnej macierzy B stopnia k — 1. Po-
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kazemy, ze zachodzi on takze dla dowolnej macierzy B stopnia k. Przy obliczaniu
wyznacznika zastosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem ostatniej kolumny. Mamy

A|O i ” Al O " " Al O
aet [ﬁ'*] = (=1)DHnHR) p . det [ : 1k:| (1) DR po . det [? %}
Al O
+ont (C1)HRIHER) gy det [ 7 Bkk] [ind]

=(=1)"**by det A - det By, + (—1)*+*box det A - det Bay
+...+ (71)k+kbkk det A - det By

= det A [(—1)"**byy det By + (—1)***byy det Bog +. ..+ (—1)FFbyx det By
=det A - det B.

Cwiczenie 3.57. Wykorzystujac wlasnosci wyznacznikéw obliczy¢:

1111 52282 abecd
1211 2522 bbed

@1131) ®laas2)f ©Occecdl
1114 2295 dddd
ZT,;;; 1 5554 1 3 301 0 2005 3

@laa7rrl: @232 25 @ 201 5 9001 4
i4477! 2 4443 5 1’ 403 1 1999 0
44447 32224 4 2 702 2 5002 1

Cwiczenie 3.58. Wykorzystujac wlasnosci wyznacznikéw zapisaé czesé rze-
czywista wyznacznika

5+:¢ 6—-T7i 1
343 7T+2 4
2—i 144 5
w postaci sumy wyznacznikéw o elementach rzeczywistych.

Cwiczenie* 3.59. Z liczb 1,2,...,n? utworzono wszystkie mozliwe wyznacz-
niki stopnia n (wykorzystujac w kazdym z nich wszystkie liczby). Obliczy¢ ich
sume.

Cwiczenie* 3.60.
102 203 304

17 23 37
39 82 100

(a) Obliczy¢ reszte z dzielenia wyznacznika przez 3.

(b) Pokaza¢, ze wyznacznik stopnia n > 2 ztozony z liczb nieparzystych jest
podzielny przez 2" L.
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Cwiczenie 3.61. Pokazaé, ze wzor

dek [%l%] — det A - det D — det B - det C

nie jest prawdziwy dla wszystkich macierzy kwadratowych A, B, C, D stopnia
drugiego.

Algorytm Gaussa obliczania wyznacznika

W kolejnych krokach algorytmu Gaussa bedziemy zmniejszac stopnienn wy-
snacznika o jeden. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 2.
Zalézmy, 7e aj; # 0. Stopief wyznacznika macierzy A obnizymy stosujac sche-
mat:

@12 Aln
ap] a2 --- Gin 1 —= i—= ah—dgiin
asy 22 ... G2n aiy a1l | wa— asiwy
. i wy ayl ﬂ.ll a?l a?Z el 4, a‘?‘n z
: : : Wn — Gn1Wy
anl Qn2 --- Onn anl Anp2 --- Onn SR
ai; @12 --- Ain / /
a i G
/! ! 22 - 2n
0 o9 - - Aoy g L )
i v o | T s |
B ) 2 ! !
a, . a
! ! n2 nn
0 o v s Gy

gdzie [a;j] jest macierza stopnia n — 1. W miejscu e wykorzystalismy rozwi-
niecie Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny. Powtarzajac powyzszy schemat
nie wiecej niz n — 1 razy obliczymy wyznacznik macierzy A.

Uwaga. Jezeli a;; = 0 i w pierwsze] kolumnie wyznacznika istnieje element
niezerowy, to przestawiajac odpowiednie wiersze (pamigtajac o zmianie znaku
wyznacznika) otrzymamy sytuacje jak powyzej. Jezeli natomiast wszystkie ele-
menty pierwszej kolumny sa zerami, to wyznacznik jest réwny zero.

Cwiczenie 3.62. Obliczy¢ wyznaczniki stosujac algorytm Gaussa:

142 4 72
(a)| 357 (b)y|-1 30
421 1 -5 8

3 23

3 -3.6 9 P

-1 § s 1 44
@] 524 9o ®l1 11
g 71 9 21
111 —
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TWIERDZENIE 3.63. ( Cauchy’egot o wyznaczniku iloczynu macierzy)
Niech A i B beda macierzami kwadratowymi tego samego stopnia. Wtedy
det(A - B) = det A - det B.

Uwaga. Powyzsza réwnosé jest prawdziwa dla dowolnej liczby macierzy. W
szczegblnosci mamy det (A™) = (det A)" (n € N).

Dowbd. Z wlasnosci (8) wyznacznikéw (Fakt 3.56, str. 57) wynika, ze

det [iql g] = det A - det B,

gdzie ©, I sa macierzami odpowiednio zerowa i jednostkowa stopnia n. Pokazemy ni-
7ej, ze stosujac odpowiednie operacje elementarne na n poczatkowych wierszach ma-

; .| AO . , . O |AB s
cierzy blokowe]j |— 715 | mozna otrzymac macierz |—p—p—| - Rzeczywiscie, mamy

bowiem

aylp ai2 ... in 00...0
az1 ag2 ... dan 00...0 w) + a1 Whi1
AlO 5 3 | [N w2 + 821%n+1
T8 G T e el :
Gpl Gn3 -.- Gy |00 ... 0 W + Gl Wnil
= N
[0 ajz ... aip|aiibin anbiz ... anbiy
0 age ... agp|azibin asibiz ... azibin | wi+aizweis
wg + a22Wn 42
.
0 an2 ... Gnun|@n1bi1 Gnib12 ... Gnibin | wa +answnyie
=T | B
r0 0 ... amn|anbin+aizbs anibiztaisbas ... anbin+aizbs,
00 ... agn |ag1bi1+aasbar aa1biatageb ... azibin+azbe, | witaiswes
i L : waz + az3Wn 43
it
00 ... G |an1b11+an2ba1 anibiztanabes - . ani1bin+anobon | wn +answnys
L -1 | B
0.0« Qe €15 -n Cln
w1 + A1nWnyn 00...0 C21 €22 ... C2n
w2 + @2 Wnin iz 0 |AB
- ] S IS I I S TR T
: ) 3 o E =y iy o
Wn + GnnWnin 00...0[ch1 €n2 ... Cnn
T | B
gdzie

n
Cij = E airby; dlal<i,j<n.
k=1
Poniewaz operacje elementarne nie zmieniajg wyznacznika, wigc

tAugustin Louis Cauchy (1789-1857), matematyk francuski.
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oot [ 410] = e [ 7]

Dla zakoficzenia dowodu wystarczy pokazac, Ze
det [ L ] _ det (AB).

—-I| B

Zastosujemy rozwinigcie Laplace’a do wyznacznika po lewej stronie réwnoéel. Stosujac
n-krotnie to rozwiniecie do pierwszych kolumn kolejno otrzymywanych wyznacznikow
dostaniemy

det[ ?} AE‘? ] — (~1)2(n*+") det(AB) = det(AB).

Cwiczenie 3.64.
123

(a) Niech A= | 0 4 2 | . Obliczy¢ det (A7)
103

(b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy X, ktéra spelnia réwnanie

10 0 L =0 X 1 736
00-3|-x-]12-20|=|512 0].
02 0 3 00 3 00
(¢) Niech A i B beda macierzami kwadratowymi stopnia 3 spelniajgcymi wa-
3
runki det A = 2, det B = 3. Obliczy¢ det [(—IQ—A) ] oraz det [A4(~B)] .
(d) Wiadomo, 7e det(2A) = 16 oraz det(3A) = 54. Obliczy¢ det(5A).

(e) Obliczyé det(AB), jezeli det (AQB) — 12 oraz det (AB3) — 54.

Cwiczenie 3.65. Uzasadni¢, ze nie istnieje macierz A spelniajaca jednoczesnie

warunki:
! 200 003
A2=1020], A3=1030].
002 300
FAKT 3.66. (wyznacznik Vandermonde a8)
Niech n > 2 oraz niech z1, 22, .., 2n beda liczbami zespolonymi. Wtedy
1z 2 ... 47"
1 20 25 ... 21
V(zl,zm...,zn):det oty 2 . 2_ = H (21 — 2x) -
o & : 1<k<l<n
Sl o 2

§ Alexandre Téophile Vandermonde (1735-1796), matematyk francuski.
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Uwaga. Jezeli liczby 21, 29, ..., 2, sa parami réine, to V (21,22,...,2) # 0.

Dowdd. Przeprowadzimy metods indukeji matematycznej. Dla n = 2 mamy

1
Ve =| 1 2

wige wzor jest prawdziwy. Zalézmy teraz, ze wzér jest prawdziwy dla liczby naturalne;
n = 2. Mamy zatem

= 22 — 21,

V(212500 052n) = H (21 — 2x) -

1<k<I<n
Uzasadnimy, ze
V(Zlaz2="°1zﬂ1zn+l): H (Zl*Zk).
1<k<l<n+1
Mamy
.
1 21 — 241 22 — Zpt121 ... 20 — Zng120
Eny1 = Zntikn 1 29 — Zn+1 Zg — Zn+122 --. Z:Tzl = zn+1z§71
kn — znpi1kn-1
V(zl,zg,...,an) . =
: g -1
B 1.2h —Zagt 25 —Zigada o0 B8 — By sy
1 0 0 0
o 52
= (1" (21— 2n11) (22— 2nt1) - oo (2 —2n41) V (21,22, 0, 20)
n
2042
= (-1)*" H (Zn41 — 2k) - H (z1 — zk)
k=1 1<k<I<n
= II (21 — zk) -

1<k<l<n+1

7Z zasady indukcji matematycznej wynika, ze wzér jest prawdziwy dla dowolnej liczby
naturalnej n > 2.

Cwiczenie 3.67. Obliczy¢ wyznaczniki Vandermonde’a:

2 .3 L1 1 ... I

1-11 i 'z_zl fz 132 ...
@|1 416; ®)[] ) ik @©f. . . .
1-3 9 -t —1 1 : :

3.6. Macierz odwrotna

Definicja 3.68. (macierz odwrotna)

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Macierzq odwrotng do macie-
rzy A nazywamy macierz oznaczona przez A, ktéra spelnia warunek:

AA = A"1A =1,
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gdzie I,, jest macierza jednostkowa stopnia n.

Uwaga. Jezeli macierz A ma macierz odwrotna, to nazywamy ja odwracalng.
Oczywiscie wowczas det A # 0. Macierz odwrotna jest okreslona jednoznacz-
nie.

Cwiczenie 3.69. Ukladajac odpowiednie réwnania zbadaé, czy podane ma-
cierze sa odwracalne oraz wyznaczy¢ istniejgce macierze odwrotne:

00 3 2 1 —i
(a‘)A:[l 1]’ (b)B:[Ol]’ (C)Cz[z' 2]’
111 123 201
dD=[(011|; (e)E=(234|; (OOHF=|010].
101 357 033
Cwiczenie 3.70. Obliczy¢ macierz A? i na tej podstawie wyznaczy¢ A~ jezeli
T 3 .0 I
1 3 1 1-1-1
(a)A:[s 1]’ SRS E R -
1-1-1 1

Cwiczenie* 3.71.
(a) Niech macierz A spelnia warunek A% +3A% 4+ 24 + 41 = 0. Uzasadnié, ze
macierz ta jest odwracalna i nastepnie wyrazi¢ A1 w zaleznosci od A.

(b) Niech A bedzie macierza taka, ze A" = O dla pewnego n € N. Pokazac, ze
I-A)'=I+A+A%+...+AL

Cwiczenie 3.72. Niech d; # 0dlai=1,2,...,n. Pokazaé, ze

d 0 ... 077" @)™ o ... 0
0 dg ... O 0 (d)y* ... O
G T o iy 0 | S,

Cwiczenie* 3.73. Pokazaé, 7e macierz odwrotna jest okreslona jednoznacznie.
Cwiczenie* 3.74. Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Uzasad-
nié, ze jezeli istnieje macierz B taka, ze AB = I, gdzie I, oznacza macierz

jednostkowsa stopnia n, to réwniez BA = I,.

Definicja 3.75. (macierz osobliwa i nicosobliwa)

Macierz kwadratowa A nazywamy macierzq osobliwg, gdy det A = 0. W prze-
ciwnym przypadku méwimy, ze macierz A jest nieosobliwa.
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TWIERDZENIE 3.76. (o postaci macierzy odwrotnej)

Macierz kwadratowa jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa.
Wéwezas macierz A~! odwrotna do A wyraza si¢ wzorem

Dn Dy ... Diun x
det A : z . & i
Dpy Dypa ... Dnpn

gdzie D;; oznaczaja dopelnienia algebraiczne elementéw a;; macierzy A.

Uwaga. W szczegdlnodci, jesli macierz [i 3] jest nieosobliwa, to

ab]t 1 d —b

cd| T ad—bcl|l-c af’
Dowéd. Zalézmy najpierw, ze macierz A jest odwracalna i niech B bedzie macierza
odwrotng do A. Wéwezas z réwnoéci AB = I wynika, ze det(AB) = 1. Korzystajac
teraz z twierdzenia Cauchy’ego otrzymamy det A - det B = 1, czyli det A # 0, co
éwiadczy o nieosobliwosci macierzy A.
Z drugiej strony niech det A # 0. Definiujemy macierz C' = [¢;;] zaleinoscia

o = Dt
7 det A’

gdzie Dj; jest dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A. Wykazemy, ze
C jest macierza odwrotna do A, tzn., ze AC = CA = I. Niech ¢;; = 1 dla ¢ = j oraz
8;; = 0 dla i # j. Oczywiscie I = [d;;]. Wystarczy sprawdzic, ze

[AC);; = [CA]; =di5 dla 1<%, <n.

mn n
Zauwazmy najpierw, ze dla 1 < i < n sumy Za,;kD.,;k, Zathi sg rozwinigciami
k=1 k=1

T
Laplace’a wyznacznika macierzy A, zaé dla 1 < 4,7 < n, 1 # j, sumy Za.,;ijk,

k=1
n

Z ak; D sa rowne 0, bo sa one rozwinigciami Laplace’a wyznacznikow o dwoch jed-
k=1
nakowych wierszach lub kolumnach. Stad i z definicji mnozenia macierzy otrzymujemy
WZOTY

= 1 ¢ 8;; det A
(4 = 2w = g 2 P = g 0

Z" 1 Z" 8ijdet A
C . i = — . . — 13 = §;;.
[ A]” k=1QkakJ det A k:lakJDk% det A 0ij
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Wzér na macierz odwrotna pojawil sie w sposéb naturalny, jako fragment powyzszego
dowodu. Wystarczy zauwazyé, ze A~! = C.

Cwiczenie 3.77. Korzystajac z powyzszego wzoru znalezé macierze odwrotne
do macierzy:

' . 12 -3
41 2 144
m(zal @21 @2 1)
== L1=5 3 00 1
i 0 ...01
3500 L 1141 6 B 8D
@ lpoes|> @11 1) Vi & i
0011 1-1-1 4 0n—1..00
) n 0 00

Cwiczenie 3.78. Wykorzystujac operacje odwracania macierzy oraz jej wha-
snoéci rozwiazaé rownania macierzowe:

o[ x=[] o[- )

1 1-1 i i 10 3 -1 0
) X2 1 0 :[4 32];(d*)2-X+X- 0 32|=| 0-10-4];
1-1 1 5 04 15 0 18
1-1 2 1 5 8 3t § =i =3
e |0 1-1|-X=|1]; () (3-X+| 4 2-3 =[ 1—5—3};
[1 2 1 4} ( 5—4—2]) -1 6 4

1 24

—1
(g)z-X'lzlg_? g} ; (h) [gé

e
|
i
I
e ——
|
O
— O
—

FAKT 3.79. (wlasnosci macierzy odwrotnych)

Niech macierze A i B tego samego stopnia beda odwracalne oraz niech
a € C\ {0}, n € N. Wtedy macierze A%, AT, AB, aA, A™ takze sg od-
wracalne i prawdziwe sa réwnosci:

(1) det (A7) = (det 4) 5 (2) (A7) = 4 @) (a7) "= (47) "
LN o= wy=1 . [ a=1%"

(4) (AB) =BT (5) (ad) == (A7) (6) (a7 = (A7)

Dowéd (4). Zalézmy, ze macierze A, B sa odwracalne. Sa wiec one nieosobliwe. Stad

i z twierdzenia Cauchy’ego wynika, ze det(AB) = det A - det B # 0, wiec macierz AB
jest nieosobliwa i ma macierz odwrotng. Dla dowodu wzoru wystarczy sprawdzié, ze
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macierza odwrotng jest macierz B 'A ', Mamy
(AB)(B™'A™') = (B 'AY)(4B)=1.

Réwnosci te wynikaja z tacznodei mnozenia macierzy i z definicji macierzy odwrotne;j.
Mamy bowiem

(AB)(BT'A)=A(BB ')A '=AIA =44 =1

oraz

(B'A™Y)(AB)=B ' (A 'A)B=B 'IB=B 'B=1.

Cwiczenie 3.80.
(a) Niech macierze kwadratowe A, B i C tego samego stopnia beda nieoso-
bliwe. Wyprowadzi¢ wzér na macierz odwrotng do ABC.

(b) Macierze A i B tego samego stopnia sa odwracalne i przemienne. Pokazad,
ze macierze A~ i B~! takze sg przemienne.

(c) Macierze A i B sa nieosobliwe oraz spelniaja réwnoéci A% = B?, A3 = B3
Pokaza¢, ze A = B.

(d) Wiadomo, ze det(—2A) = 32 oraz det (A_l) = 1/2. Obliczy¢ det (4A*1) i
(e*) Jak zmieni si¢ macierz odwrotna do macierzy nieosobliwej, jesli jej pierw-
szy wiersz pomnozymy przez 27

(f*) Jak zmieni sie macierz odwrotna do macierzy nieosobliwej, gdy przesta-
wimy w niej dwie kolumny?

(g*) Macierze rzeczywiste A, B spelniaja warunek (A + B)™! = A~! + B~
Pokazaé, 7e det A = det B.

Cwiczenie 3.81. Znalezé macierz, jezeli macierz odwrotna do niej ma postacé:

610
1~1 1
(a)[ ]; b~ lo41].
5 201
Cwiczenie 3.82. Niech A~ ' = [ =11 5 |. Obliczyé:
403

(a) det (A3); (b) det (AT); (c) det(2A4).

Cwiczenie* 3.83. Pokazad, ze macierz odwrotna do macierzy nieosobliwe;:

(a) tréjkatnej gornej (dolnej) jest macierza tréjkatna gorng (dolna);
(b) symetrycznej (antysymetrycznej) jest macierza symetryczna (antysyme-
tryczng).
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Schemat bezwyznacznikowego znajdowania macierzy odwrotnej

Niech A bedzie macierza nieosobliwg. Aby znalezé macierz odwrotng do A
postepujemy w nastepujacy sposéb. Z prawej strony macierzy A dopisujemy
macierz jednostkowa I tego samego stopnia. Na wierszach otrzymanej w
ten sposéb macierzy blokowej [A|I] wykonujemy operacje elementarne. Przy
pomocy tych operacji sprowadzamy macierz blokowa [A|I] do postaci [I|B].
Wtedy A~! = B.

[A|I] [k — [ I| A—l]

Dowdd. Niech A bedzie macierza nieosobliwg stopnia n. Oznaczamy symbolem Ej;
macierz stopnia n, ktéra ma jedynke na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny, a
poza tym same zera. Niech teraz Bj; = I — Ei; — Ejj + Eij + Eji, C; = I+ (c—1)Ey,
D;; = I + E;;, gdzie ¢ # 0 (zob. rys.)

J i i i

Zauwazmy, ze mnozac lewostronnie macierz A przez Bij, C; oraz D;; wykonujemy
odpowiednio operacje zamiany wiersza i-tego z j-tym, mnozenia i-tego wiersza przez
stala ¢ oraz dodania wiersza j-tego do i-tego. Macierze postaci By;, Cy, D;; sa zatem
macierzami operacji elementarnych na wierszach macierzy A. Niech teraz E = En -
En_1-...- E; bedzie ztozeniem operacji elementarnych sprowadzajacych macierz A
do postaci I, tzn. EA = I, przy czym Ej dla k = 1,2,...,N sa macierzami typu
Bij, Ci, D;;. Stad wynika, ze E = A1 zachodzi implikacja FA = I = EI =
A~ !, tlumaczaca schemat dzialania tej metody odwracania macierzy. Kolejne etapy
przeksztalcania macierzy blokowej mozna zatem przedstawi¢ w postaci
— [ENEN_1 % @ ElAiENENfl - ElI] = [A_lAlA_lf] = [IlA—l] .

Uwaga. Metoda bezwyznacznikowa jest tez nazywana metodg przeksztalcen
elementarnych. Praktycznym sposobem przeksztalcenia macierzy A do macie-
rzy jednostkowej jest metoda eliminacji (Gaussa — Jordana opisana w nastep-
nym paragrafie.

Cwiczenie 3.84. Stosujgc powyzszy schemat znalezé macierze odwrotne do
macierzy:
35 2 23

@[ 13 @] 1-10);
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0111 2-1 0 0 O
1011 -1 2-1 0 0
(c) i d| 0-1 2-1 O
1101
1110 0 0=1 2-1
0 0 0-1 2

3.7. Algorytm Gaussa — Jordana

Niech A bedzie macierza nieosobliwa stopnia n > 2. Macierz te mozna prze-
ksztalci¢ do macierzy jednostkowej I,, wykonujac operacje elementarne na jej
wierszach. Macierz jednostkowa uzyskamy w dwéch krokach:

I krok. Otrzymanie macierzy trojkatnej gérnej z jedynkami na gléwnej prze-

katnej:

| b1z bz ... by
bg3...b2n
{... by,

Operacje elementarne wykonujemy tak, aby kolejne kolumny macierzy A uzy-
skaly powyzszg postaé. Przeksztalcenia zaczynamy od pierwszej kolumny. Je-
zeli ay; # 0, to wiersze wy, wa, ..., wy, macierzy A przeksztalcamy kolejno na
wiersze w}, wh, ..., w), wedlug wzoréw:
w
e
/ all !
Wy = W2 — Az21Wy,

W), = Wy, — apwi.
Jezeli zad a1 = 0, to wiersze macierzy A przestawiamy tak, aby w jej lewym
gbérnym rogu znalazl sie element niezerowy! i dalej wykonujemy wymienione
wezesniej operacje. Kolejne kolumny z jedynkami na przekatnej i zerami po-
nizej uzyskamy stosujac przedstawione powy#sze postgpowanie do macierzy
coraz to nizszych stopni, az do osiggniecia stopnia 1.
IT krok. Otrzymanie macierzy jednostkowej:

ITaki element w pierwszej kolumnie istnieje, bo macierz jest nieosobliwa.
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Wiersze w!,, w},_y, ..., w} otrzymanej macierzy trojkatnej przeksztalcamy
kolejno na wiersze wl,, wlh_,, ..., w{ macierzy jednostkowej w nastepujacy
sposdb:
" !
wy, = W,
" - ! "
w*ﬁ—l = Wy_1 — On-1nWy,
= / " "
Wy_9 = Wy 9= Op2n-1Wy_ 1 — On_2pWy,
" ! 1" " "
wy = w)—biowy —biawz —... = biawy.

Diagram ponizej przedstawia schemat dzialania algorytmu Gaussa - Jordana.

Dowolna I krok Macierz 1l krok :

% 3 Macierz
macierz _ tréjkatna _—> iednostkowa

l: nieosobliwa :I l: gorna Jed

Uwaga. Algorytm Gaussa — Jordana jest wygodnym narzedziem do odwra-
cania macierzy, okreélania rzedéw oraz do rozwiazywania ukladéw réwnan li-
niowych. Macierzy osobliwej nie mozna sprowadzi¢ do macierzy jednostkowej
stosujac operacje elementarne.

Cwiczenie 3.85. Korzystajac z algorytmu Gaussa — Jordana przeksztalci¢ po-
dane macierze do postaci jednostkowej (zapisa¢ operacje elementarne jakie
wykonano na macierzach):

14 -3 0 1 2 3 1 9 6 -2 4
01 2 5 0 1-3 4 2 9 -5 10
@ g0 12117 ®la 4 7 1|5 ©|_1_3 1 3
00 0 1 01 B —5 3 7 1 6

Cwiczenie 3.86. Stosujac algorytm Gaussa — Jordana: znalez¢ macierze od-
wrotne do macierzy:

120
(a)[lSlil; (b)
023

o B o B S T

o C Ol

— = o
|

el e

11111
10111
) |11011
11101
11110




4 3% Uktady réwna liniowych

W kolejnym rozdziale omawiamy uklady réwnan liniowych. Podajemy wa-
runki istnienia rozwigzan takich ukladéw. Nastepnie przedstawiamy metody
ich rozwigzywania. Na koncu rozdzialu wprowadzamy wektory i wartosci wia-
sne macierzy.

4.1. Podstawowe okreslenia

Definicja 4.1. (uklad réwnari liniowych, rozwigzanie uktadu réuman)
Uktadem m réuman liniowych z n niewiadomymi z;, xo, ..., T, (m,n € N)
nazywamy uklad réwnan postaci:

01121 + a12%2 + ... + GpZn = by,

anT) + agry + ...+ agT, = by,

11 + CmaZe + ... + GunZn = b,
gdzie a;; € R, b; e Rdlal < i < moraz 1l < j < n. Rozwigzaniem tego uktadu
nazywamy ciag (z1,Z2,...,op) liczb rzeczywistych spelniajacych wszystkie
rownania. Przy czym uklad réwnan, ktory ma tylko jedno rozwigzanie, nazy-
wamy ukladem oznaczonym, a gdy ma wiecej niz jedno rozwigzanie — nieozna-
czonym. Zas uklad réwnan, ktéry nie ma rozwigzania, nazywamy sprzecznym.

Uwaga. Uklad réwnan liniowych mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

AX = B,
gdzie
aig a2 ... Gy Ty b
azn axp ... Gy T2 bo
A= ) T ! ; K=l D |y Be=
Aml Am2 ... Qmp In b

Macierz A nazywamy macierzq glowng ukladu réwnan liniowych, macierz X
~ kolumng niewiadomych, a B — kolumng wyrazow wolnych. Rozwaza si¢ takze
uklady réwnan liniowych, w ktérych macierze A, X oraz B sa zespolone.

73
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W przypadku ,malej liczby” niewiadomych bedziemy je zwykle oznaczac lite-
rami x, y, 2, t, U.

Cwiczenie 4.2. Podane uklady réwnan zapisa¢ w postaci macierzowej:

z—2y+3z =1,
=g =0, 3y—2z = 0,
(a)  y+z2=2, (b) (¢) z+2y = 3y+2 = 3—2z+t = u—>5.
#=p: T+t =3,
T+ 2z—3u = B;

Cwiczenie 4.3. Korzystajac z metody eliminacji niewiadomych rozwiaza¢ ukla-
dy réwnan:

(a) y+z= 3, (b)§—z+3y— 2=8, (o) m—2y+z+ i= 2.
r +z= 4 32— y— z=4 v : ,

2z+ y—z+ t= 5.

Definicja 4.4. (uklad jednorodny i niejednorodny)

Uktad réwnan liniowych postaci AX = O, gdzie A jest macierza wymiaru
m x n, a O macierzg zerowg wymiaru m x 1, nazywamy jednorodnym. Ukltad
réwnan liniowych postaci AX = B, w ktérym B jest macierza niezerowa,
nazywamy niejednorodnym.

Uwaga. Jednym z rozwigzan ukladu jednorodnego AX = O jest ciag (0,0,...,0).
Rowigzanie to nazywamy rozwigzaniem trywialnym.

4.2. Ukfady Cramera

Definicja 4.5. (uklad Cramera®)
Ukladem Cramera nazywamy uklad réwnan liniowych AX = B, w ktérym A

jest macierza nieosobliwa.
TWIERDZENIE 4.6. (wzér Cramera)

Uktad Cramera AX = B ma jedno rozwiazanie. Rozwiazanie to jest okreslone
wzorem:

det Al
1 det As
X= ; ;
det A .
det A,

gdzie n oznacza stopien macierzy A, natomiast A; (1 < j < n) oznacza macierz
A, w ktérej j-ta kolumne zastapiono kolumng wyrazéw wolnych B (rys. 4.1).

*Gabriel Cramer (1704-1752), matematyk szwajcarski.
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(0:11 aiz ...
az a2 ...
A ) . . . kolumna
j = wyTazow
J ai1 a2 ... voo Qin wolnych
Lanl @n2 ... «e. Onn

j-ta kolumna macierzy A
Rys. 4.1. Schemat tworzenia macierzy A; we wzorach Cramera

Uwaga. Réwnos¢ okreslajacy rozwigzanie ukladu réwnan liniowych nazywamy
wzorem Cramera. Rowno$é ta po rozpisaniu przyjmuje postaé:
. :detA1 . _ det Ay :1: :detAn
T detA P detAT T det A
zwang wzorami Cramera.

Dowéd. Opracowany na podstawie noty Kong-Ming Chong’a umieszczonej w Ameri-

can Mathematical Monthly.

Niech AX = B bedzie ukladem Cramera, gdzie A jest macierza nieosobliwg stopnia

n. Ponadto niech ky, ks, ..., k, oraz ey, ez,..., €, oznaczaja kolumny odpowiednio

macierzy A oraz I. Wtedy

det [kl kz caa k,‘,,I B k,;+1 S k‘n]
det A

=det (A" [kykz ... ki1 Bkij1 ... ky))
=det[A ki A kg ATk  ATBA iy AT
=detlerez ... ei_1 X eiyy ... €] = T4,

gdzie z; oznacza element i-tego wiersza macierzy X.

Cwiczenie 4.7. Korzystajac ze wzoréw Cramera rozwiazaé¢ uktady réwnan:

s t5y= 2 T— y— z= 1, : y:gz+4tig,
(a){—3m+6y:15; (b) §$f§y:§§i‘}: ©) 4 32 + 29 —5t=2,
y - M 4z -5z  =0.

Cwiczenie 4.8. (metoda macierzy odwrotne;)
Pokazaé¢, ze rozwigzanie ukladu Cramera AX = B jest okreélone wzorem
X=A"1B. Korzystajac z powyzszego wzoru rozwigzaé uklady réwnan:

T+ 4y = 2 M R gharde 7 L= A,

z — Ty =2, ot T— Yy—2+t= 0,
(a’){2x+3y=5; (b){ z+ Sy = 6 (o) T+ 2y e =
2y + z+t=13.

2z + 10y + 62 = 12;
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‘ 111

Cwiczenie 4.9. Rozwigzaé¢ uklad réwnan [z y 2] | 840| =[40 —-5].
-809

Cwiczenie 4.10.

(a) Korzystajac z twierdzen o ukladach réwna liniowych pokazaé, ze istnieje
tylko jedna plaszczyzna przechodzaca przez trzy niewspotliniowe punkty w
przestrzeni.

(b*) Niech n bedzie dowolna liczba naturalng. Udowodnié, ze jezeli liczby x1,
T, ..., Tny1 Spetniaja nieréwnodci z) < z2 < ... < Ty, tO dla dowolnych
liczb rzeczywistych y1, ¥, ..., Ynt1 istnieje tylko jeden wielomian W, stopnia
nie wickszego niz n, spetniajacy warunki W (z;) =y; dla 1<i<n+ 1.

Cwiczenie 4.11.

(a) Znalezé wielomian W najnizszego stopnia, ktéry dla k = 0,1,2,3 spelnia
warunek W (k) = k!.

(b) Znalezé wielomian W, ktéry spelnia réwnanie rézniczkowe W' (z)+2W'(z)—
3W(z) = —32% + 13z — 1.

(c) Znalez¢ wspétczynniki rzeczywiste A, B, C, D wielomianu trygonometrycz-
nego postaci T'(z) = Asinz + B cosx + C'sin2z + D cos 2z, ktéry spelnia row-
nanie rézniczkowe T"(x) + T(z) = sinz — cos x + 8sin 2z + cos 2.

(d) Plaszczyzna o réwnaniu z = Ar + By + C przechodzi przez punkty
Py = (0,0,5), P, = (1,2,1), P3 = (2,3,0). Ukladajac odpowiedni uktad réw-
nan wyznaczy¢ A, B, C.

Cwiczenie* 4.12.

(a) Przypusémy, ze wzér wyrazajacy pole S wielokata
o wierzchotkach w punktach kratowych (o wspolrzed-
nych calkowitych) ma postaé S = aW + 3B+, gdzie
W oznacza liczbe punktéw kratowych wewnatrz wie-
lokata, B liczbe takich punktéw na jego brzegu, nato-

miast «, 3 i v sa nieznanymi wspélczynnikami. Znalezé RERR %
te wspotezynniki.

(b) Pryzmatoidem nazywamy bryle wypukla,
ktérej wszystkie wierzchotki leza w dwdch
plaszczyznach réwnoleglych. Przypusémy, ze
wzér na objetosé V takiej bryly ma postac

V=H (G.S(} + bSl/g + CSI) )

gdzie H oznacza odleglosé¢ plaszczyzn réw-
noleglych, a S, pole przekroju bryly plasz-
czyzna réwnolegla do tych plaszczyzn polo-
zong na wysokosci xH. Znalezé wspotczyn-
niki a, b, c.
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(¢) Dla ustalonej liczby naturalnej k wyprowadzi¢ wzor na sume
Sp=1+2*4. .. +n*F (neN)

zakladajac, ze ma on posta¢ S, = ak+1nk+l +agn® + ...+ ain + ag, gdzie

Qky1, ks - -+ 01,00 S odpowiednio dobranymi liczbami rzeczywistymi. Obli-

czenia przeprowadzi¢ dla: i) k = 2; ii) k= 3; iii) k=4

(d) Wiadomo, ze costrt = A+ Beos2z + Ccosdr na R, gdzie A, B, C € R sa

nieznanymi wspélczynnikami. Uktadajac odpowiedni uklad réwnan wyznaczy¢
A, B, C.

4.3. Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera—Capellego

Definicja 4.13. (minor macierzy)

Minorem stopnia k (k € N) macierzy nazywamy wyznacznik utworzony z ele-
mentéw macierzy stojacych na przecieciu dowolnie wybranych k kolumn i k
wierszy.

) m n i a
Uwaga. Macierz o m wierszach i n kolumnach ma ( k ) . ( k) minoréw stopnia

k, gdzie 1 < k < min(m,n).

Przyktad 4.14. Nizej, w macierzy wymiaru 3 x 4, zaznaczono ramkami ele-
menty tworzace przykiadowe minory stopnia 2id:

1] 2 [3] 4 3
0 2 4 6/, 2] 4 [6]
bsBl 7] |@Es @

Cwiczenie 4.15. W podanych macierzach obliczy¢ wszystkie minory wskaza-
nych stopni:

01 1 1234
(a)[32 1],!@:2; (b) |21075], k=3
2468

Definicja 4.16. (rzqd macierzy)

Rzedem macierzy nazywamy najwigkszy stopien jej niezerowego minora. Przyj-
mujemy, ze rzad dowolnej macierzy zerowej jest réwny 0. Rzad macierzy A
oznaczamy przez rz (A) lub rank (A).

Cwiczenie 4.17. Korzystajac z definicji znalezé rzedy macierzy:

246 1000
(a)[éég]; (b)[—lz'e.]; (c)[OlOO}.

123 1022
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FAKT 4.18. (wlasnosci rzedu macierzy)
(1) Rzad macierzy nieosobliwe] jest réwny jej stopniowi.

(2) Operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja
jej rzedu.

(3) Rzad macierzy 1 jej transpozycji sa jednakowe.

Definicja 4.19. (macierz schodkowa)

Macierz nazywamy schodkowg, gdy pierwsze niezerowe elementy (tzw. schodki)
w kolejnych niezerowych wierszach macierzy znajduja si¢ w kolumnach o ro-
sngcych numerach. Przyjmujemy, Ze macierz o jednym niezerowym wierszu, a
takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

Uwaga. Do sprowadzania dowolnej macierzy do postaci schodkowej wykorzy-
stuje si¢ operacje elementarne nie zmieniajgce rzedu macierzy (np. postgpujac
wedlug algorytmu Gaussa).

Przyklad 4.20. Wszystkie podane nizej macierze sa schodkowe:

0[000
(0|3 8]  1schodek; |0|6 1 7| - 1schodek;
0000
) : )
104302 1210 00[123
050011 0|3 4 0(]_0]31
— 4 schodki; — 3 schodki; - 3 schodki.
e b P M e Y S 8 grnodkl
LOOOO_UIE 005 00000

FAKT 4.21. (o0 rzedzie macierzy schodkowes)
Rzad macierzy schodkowej jest réwny liczbie jej schodkéw.

Cwiczenie 4.22. Sprowadzié¢ macierze do postaci schodkowe] i nastepnie od-
czytaé ich rzedy:
25

1 1 3 5
30—6| 2 —1 -3
@ | _ 34 6] ®) s 11
12 0 ¥ 7T 9

Cwiczenie 4.23. Zbadaé rzedy macierzy w zaleznosci od parametru p € R:

It

(a) A= |2 -1 pPS|; (b) A= ?7173
1 10-61

22 43
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TWIERDZENIE 4.24 (Kroneckeral — Capellego*)

Uklad réwnan liniowych AX = B ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
rzad macierzy A jest réwny rzedowi macierzy rozszerzonej [A|B] tego ukladu;
rzA = rz [A|B].

FAKT 4.25. (o liczbie rozwiqzari ukladu réunan liniowych)

Niech AX = B bedzie ukladem réwnan liniowych z n niewiadomymi. Wow-
czas:

(1) jezeli rz A # rz [A|B], to uklad nie ma rozwigzan (uklad sprzeczny);

(2) jezeli rzA = rz [A|B] = n, to uktad ma tylko jedno rozwigzanie (uklad
0ZNaczony);

(3) jezeli rz A = 1z [A|B] =7 <n, to uklad ma nieskoficzenie wiele rozwiazan
(ukiad nieoznaczony) zaleznych od n —r parametrow.

Uwaga. Uklady réwnan nieliniowych moga mie¢ inne liczby rozwiazan niz 0,
1i co. Np. uklad réwnan
z—y=20
ma dwa rozwiazania: (1,1) oraz (=1, -1).
Interpretacja geometryczna ukladu trzech réwnai z trzema niewiadomymi.

W interpretacji kazde z réwnan ukladu () przedstawia plaszczyzng w przestrzeni.

ax + by + az = di — réwnanie plaszezyzny 7y,
(¥) § agz + by + 22 = dy +«— réwnanie plaszczyzny 7,
asz + by + ez = dz — réwnanie plaszczyzny m3.

Podane nizej rysunki nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci.

z A

' Y
z |
. ‘-‘L”
Rys. 4.2. Uklad rownai ma tylko Rys. 4.3. Uktad réwnan nic ma
jedno rozwiazanie rozwigzan

tLeopold Kronecker (1823-1891), matematyk niemiecki.
tAlfredo Capelli (1855-1910), matematyk wloski.
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z 1

(a)

Rys. 4.4. Uklad réwnaf ma nieskoficzenie wiele rozwiazan zaleznych od:
(a) jednego parametru, (b) dwéch parametrow

Cwiczenie 4.26. W podanych ukladach réwnah okredlié (nie rozwiagzujac ich)
liczby rozwiazan oraz liczby parametrow:

z —y+2z— 3t =2, dr — y+ z2=3,
(a) 2z +y — z+4 =1, (b){ 2z +3y — z=05,
fr —y + 3z — 2t =5; 2z — 4y + 2z = 2;

r+ 2y + 3z = -1, r— 2y + 3z =-T,
(©) 3z + 6y + Tz2= 5, (d) 3z+ y+4z= 05
2c + 4y + bz = 2, 2z + 3y + z = 12,
T+ 2y + 4z = =5 2¢ + 5y + z= L

CGwiczenie 4.27. Okresli¢ liczbe rozwiazan w podanych ukladach réwnan w

zaleznodci od parametru p :
+ py— z=1,
—2 % — . -
PF L o i onar B UL LS B il
2p
! x + 10y — 6z = p;

2 + (3+py

r— y+2z= 4, r+2y—z=23,
3+ y— z= 2, 2z — 3y + z =1,
(c) Tr + 5y — Tz = =2, (d) 8r — by +z=p,
6z —2y+52= p z+ y—2z2=0.

4.4. Metody rozwigzywania uktadow Cramera

Metoda eliminacji Gaussa — Jordana

Niech AX = B bedzie uktadem Cramera, w ktérym A jest macierza stopnia
n. Aby znalezé rozwiazanie tego ukladu postepujemy w nastepujacy sposéb.
Budujemy macierz rozszerzong ukladu dopisujac z prawe] strony macierzy A
macierz kolumnowa B.

ayy a2 @3 --- n |0

asy agy g3 --- G2n | b2
[A|B] = . . s | s

bn

an1 an2 On3 Ann
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Na wierszach otrzymanej w ten sposéb macierzy blokowej [A|B] wykonu-
jemy operacje elementarne. Przy pomocy tych operacji wykorzystujac algo-
rytm Gaussa — Jordana sprowadzamy macierz blokowa [A|B] do postaci [I|X]

190 0 . Oolumy
01 0 ... 0|z
[71X] = i s
0 00 ... 1|z,

Macierz jednokolumnowa X jest wtedy rozwigzaniem ukladu wyjsciowego.
Diagram tej metody przestawiono ponizej.

[A] B]: [rgimeee] — {I

Dowéd. Algorytm Gaussa — Jordana jest efektywna metoda przeksztalcania macierzy
A do macierzy jednostkowej I. W kazdym kroku operacje elementarne na wierszach
macierzy rozszerzonej ukladu przeksztalcaja uklad na uklad réwnowazny. Koncowa
posta¢ macierzy rozszerzonej jest jawnym wskazaniem rozwiazania. Ujmujgc rzecz
inaczej zauwazmy, ze kazda z wykonywanych tu operacji mozna utozsami¢ z lewo-
stronnym mnozeniem obu blokéw macierzy rozszerzonej przez pewng macierz nieoso-
bliwa (patrz dow6d Faktu 3.79 (str. 68). Oznaczmy przez E, Es, ..., Ey macierze
odpowiadajace kolejnym operacjom, za$ przez E iloczyn Ey -.. .- E3- Ey tych macierzy.
Z réwnosci EA = I wynika E = A !, zatem kolejne etapy rozwiazywania naszego
ukladu réwnan mozemy zapisa¢ ogblnie w postaci

[A|B] —> [E1A|E1B] — [E2EyA|E2E\B] — ...
— [ENEN,1 1 E1A|ENEN_1 o E]B] = [A_IALA' 13] = [I'X] 2

Cwiczenie 4.28. Korzystajac z metody Gaussa — Jordana rozwigzac¢ uklady
Cramera:

B - r+ y—2z= 5, z— 2y + 32 =1,
(a){3“’ =5 (b){ % +3z= 6 (c){me—y-l—Sz:l,

i —r+ y— 52 = -3 3z — 4y + 82 =3;
B z+4y +2:— 1t = 3,
m+yiz+t:gj 2r + 9y + 6z — 2t — 3u = 5,
(d) ol z—l—t;B, (e) r+2y— z— t+5u= 05,
: +t =6 —2r — Ty + z+ 3t — du = -5,

—r—5 — z+3t+6u= 4

Metoda kolumn jednostkowych dla uktadéw Cramera

Praktyczna wersja metody eliminacji Gaussa — Jordana dla uktadéw Cra-
mera jest metoda kolumn jednostkowych. Polega ona na przeksztalcaniu
macierzy rozszerzonej uktadu w celu doprowadzenia wszystkich kolumn ma-
cierzy tego ukladu do postaci jednostkowej (tzn. z jedna jedynka i reszta zer).
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Przy tym jedynki z réznych kolumn musza znalezé sie w réznych wierszach.
Kofcowa postaé¢ [I’|X’] macierzy rozszerzonej bedzie réznié sie od postaci
[1|X] jedynie kolejnoscig wierszy. Dla ukladu Cramera z n niewiadomymi me-
toda ta wymaga n krokéw, gdyz w kazdym kroku przeksztalca si¢ ostatecznie
cala kolumne. Kolejnoéé przeksztalcanych kolumn oraz polozenie koncowych
,jedynek” jest dowolna, przy czym wygodnie jest do przeksztalcenia wybierac
kolumne sktadajaca si¢ z jedynki, ,malych” liczb catkowitych i Lduzej” liczby
zer. W poréwnaniu z klasycznym algorytmem Gaussa — Jordana metoda ta nie
wymaga przestawiania wierszy ani budowania macierzy trojkatnej. Wymaga
jednak wykonania wigkszej liczby mnozer.

Cwiczenie 4.29. Metoda kolumn jednostkowych rozwigzac uklady Cramera:

iz — vy + t=-2

3r+ y— z= 0, e

oyl bmrty —e==3 « B et BT B T ;
T + 2y + 2z = 5 ?

r+ 2y + 122 + 2t = 15.

4.5. Metody rozwiazywania dowolnych ukfadéw rownan

Definicja 4.30. (réwnowazinos$é uktadow réwnar lintowych,)
Niech A, A', B, B' beda macierzami o wymiarach odpowiednio m x 1, kxn,
m % 1, k x 1. Ponadto niech

I :1:!1
Io )
X=| .| X'=]|.
'
2 i o
beda macierzami niewiadomych, przy czym ' xh. ...,z ) jest pewna permu-
€ ych, przy czy 1r %2 Yty p

tacja ciagu (x1,T2,...,T,). Moéwimy, ze uklady réwnan liniowych AX = B i
A'X' = B’ sa réwnowazne, jezeli zbiory ich rozwigzan sa identyczne.

Przyklad 4.31. Podane uklady réwnan sg réwnowazne:

-11

AR E

35

NSO W

FAKT 4.32. (o réwnowaznym przeksztatcaniu uktadéw réuwnari)

Operacje elementarne na wierszach, skreélenie wiersza zlozonego z samych
zer skreglenie jednego z wierszy réwnych lub proporcjonalnych macierzy roz-
szerzonej [A|B] ukladu réwnan liniowych AX = B przeksztalcaja go na uklad
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réwnowazny. Dodatkowo otrzymuje sig uklad réwnowazny, jezeli w macierzy
A zamienimy miejscami dwie kolumny przy jednoczesnej zamianie nie-
wiadomych

! ! 1 ! ! l | !
a11...a.1j...a,11...aln all...au...alj...am

!

A=|an ... ag ... ag ... Q| kj—k — agy -.- A9y ... @25 ... A2n = A
aml-..amj-..a:ml.-.am aml--.am.-.amj...am

Uwaga. Operacje skreslenia i—tego wiersza oznaczamy przez 1y;, operacje skre-
Slenia wiersza i—tego, ktory jest proporcjonalny do wiersza k-tego, oznaczamy

przez W; ~ Wk, a operacje zamiany j-tej kolumny z [-ta oznaczamy przez
kj—ki.

Metoda eliminacji Gaussa — Jordana

Niech AX = B bedzie ukladem réwnan liniowych, gdzie A jest macierza wy-
miaru m x n. Wowczas uklad ten rozwigzujemy nastepujaco:

1. budujemy macierz rozszerzong ukladu postaci:

T T2 In

| ¢ !
aj; a2 ... Qi | b1

g =| o |

am1 Am2 --- Omn bm

2. na macierzy rozszerzonej dokonujemy réwnowaznych przeksztatcen uktadu
sprowadzajac ja do postaci:

4191 -
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przy czym ostatni wiersz moze nie pojawié si¢ weale albo wystapi ze wspol-
czynnikiem z..q, # 0. Wowczas,

(a) jezeli z.41 # 0, to uklad AX = B jest sprzeczny;

(b) jezeli ostatni wiersz macierzy [A’|B’'] nie pojawi si¢ i n = r, to uklad
AX = B jest réwnowazny ukladowi Cramera (uklad oznaczony) i jego je-
dyne rozwiazanie ma postaé 21 = 21,Ta = 22,...,Tn = 2y lub 2} = 21,75 =
Z9,...,2h = 2n, o ile przy przeksztalcaniu macierzy wystapila operacja za-
miany kolumn.

(c) jezeli ostatni wiersz macierzy [A’|B’] nie pojawi si¢ i n > r, to ukiad
AX = B ma nieskonficzenie wiele rozwiazan (uklad nieoznaczony), przy czym
r spoéréd niewiadomych oznaczanych symbolami ', x5, . . ., 7; zalezy od po-
zostalych n — r niewiadomych oznaczonych symbolami ., %y, 9,..., %y W
nastepujacy sposob:

’ . !
Iy 21 S1r41 S1r42 --- SIn Typq

! !
Iy 22 S2p+1 S2r42 .- S2p H )

! " ol
Ly Zr Srr+1  Srr+2 --- Srn Ty

W szczegblnym przypadku r = 0 wszystkie niewiadome sa parametrami i moga
przyjmowaé dowolne wartosci.

Uwaga. Liczba r jest wyznaczona jednoznacznie. Jest to rzad macierzy A.
Niewiadome z, ), ..., ) nazywamy niewiadomymi zaleznymi, a niewiadome
Ty, Thiy, ..., T, parametrami. Podzial niewiadomych na zalezne i parametry
nie jest jednoznaczny, ale nie jest tez dowolny. Przy przeksztalcaniu macierzy
rozszerzonej uktadu do postaci koficowej mozemy wykorzysta¢ algorytm spro-
wadzania macierzy nieosobliwej do postaci jednostkowej. W przeciwienstwie
do uktadu Cramera moga pojawic si¢ tu trzy nowe sytuacje:

1. wiersz zlozony z samych zer — wtedy go skreslamy;

2. dwa wiersze réwne lub proporcjonalne — wtedy skreslamy jeden z nich;

3. brak elementu niezerowego w kolejnej kolumnie powodujacy niemoznosé
ustawienia kolejnej jedynki na przekatnej — wtedy cala kolumne wraz z jej
niewiadoma przestawiamy na miejsce przedostatnie przed kolumne wyrazéw
wolnych (niewiadoma ta staje si¢ parametrem).

Cwiczenie 4.33. Metodg eliminacji Gaussa — Jordana rozwigza¢ uklady row-
nan:

z+ 6y— 2=0,
—x — 4y + 5z = 6,

@)\ 87 + 174 _qg (&)
2z + 13y + 5z = §;

r+2y+ 32— t=-1,
3z +6y+T72+ t= 5,
2 + 4y + Tz — 4t = —6;
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r+2y+32—-2t=- u= 6,
3+ 6y +52—-2t— Yu= 1,
2r + 4y + 2z — 8u= -5,
20 + 4y + Tz — 5t + u= 17,
z 4+ 2y + 62 — 5t — 10u

T — y—2z+2t=-2,
bz — 3y — z4+ t= 3,

(c) 2r+ y— z+ t= 1, (d)
3r — 2y + 22 — 2t = —4;

Il
fs
B

Metoda kolumn jednostkowych

Praktyczng wersja metody eliminacji Gaussa — Jordana dla dowolnych
ukladéw réwnan liniowych jest metoda kolumn jednostkowych. Jest roz-
szerzeniem metody opisanej dla ukladéw Cramera na przypadek ogdélny. Po-
lega na réwnowaznym przeksztalcaniu macierzy rozszerzonej ukladu, w celu
doprowadzenia mozliwie najwigkszej liczby kolumn do postaci jednostkowe;j.
Jedynki z réznych kolumn jednostkowych powinny si¢ przy tym znalezé w
réznych wierszach. Przeksztalcenie poszczegdlnych kolumn wykonujemy tak
samo, jak dla ukltadéw Cramera. Przy wyborze kolumn oraz miejsc na jedynki
mamy pelna dowolnoéé. Jednoznacznie okreslona jest tylko liczba tych ko-
lumn, ale pojawia si¢ ona w naturalny sposéb na koficu postgpowania. Do prze-
ksztalcen najwygodniej jest bra¢ kolumny zawierajace ,male” liczby catkowite
i ,duzo” zer. W przypadku dowolnych ukladéw réwnan w trakcie postepowania
moga pojawi¢ sie wiersze zerowe - wtedy je skre§lamy, wiersze proporcjonalne
- wtedy skre§lamy jeden z nich. Moze si¢ takze zdarzyc¢, ze w macierzy rozsze-
rzonej ukladu pojawi sie wiersz zerowy z elementem niezerowym w kolumnie
wyrazéw wolnych. Taki uklad réwnan jest oczywiscie sprzeczny. Jesli tak sie
nie zdarzy, to postepowanie konczy sie wtedy, gdy liczba wyréznionych kolumn
jest réwna liczbie wierszy, ktére pozostaly w macierzy. Rozwigzanie uktadu od-
czytujemy z koncowej postaci macierzy, wyréznione ,jedynki” wskazuja nie-
wiadome zalezne. Stosujac metode kolumn jednostkowych unikamy operacji
przestawiania wierszy i kolumn.

Cwiczenie 4.34. Odczytaé rozwigzania podanych ukladéw réwnai liniowych
z niewiadomymi x, y, z, s, t zapisanych w postaci macierzy rozszerzonych:

20 1105 T

(a) 11 -1 0 0]-2]; (b) 1 -7

3020 1|2 0 3

-0 00

1(3
0|3
0|2
0|1

SO ~=D

Cwiczenie 4.35. Metoda kolumn jednostkowych rozwiaza¢ uklady:

1Y - 3t =
4z + 11y + 32+ 12t =1

2+ y— z+ t= 2

6z + 3y+ 24+ 20= 5

bx —3y— 2+ t= 1, e

() z— y—22+42t=-2, (b) O kg A e )
&~ 1

3
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Cwiczenie 4.36. Poda¢ przyktad uktadu:

(a) pieciu réwnan liniowych z trzema niewiadomymi, ktéry ma nieskoficzenie
wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru;

(b) czterech réwnai liniowych z piecioma niewiadomymi, ktéry ma nieskori-
czenie wiele rozwiazan zaleznych od dwéch parametrow;

(¢) dwoch réwnan liniowych z czterema niewiadomymi, ktory jest sprzeczny;

(d) trzech réwnan liniowych z niewiadomymi z,y, z, ktéry ma nieskoficzenie
wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru, przy czym jednym z jego
rozwigzan jest t =1, y =0, z = 3;

(e*) trzech réwnan liniowych z niewiadomymi z,y, z, t, ktéry ma nieskofczenie
wiele rozwiazan zaleznych od dwéch parametréw, a wsrod jego rozwigzan sg:
e=1y=0,z=1,t=1lorazz=3,y=1,2=4,t=2.

Cwiczenie 4.37. Rozwiazujac odpowiednie uktady réwnan liniowych:

(a) znalezé réwnanie paraboli postaci y = az? + bz + ¢, ktéra przechodzi przez

punkty A; = (1,2), A2 = (2,3), A3 = (3,5);

(b) wyznaczy¢ liczby a, b, ¢, dla ktérych w przedziale [0, 27| zachodzi tozsamos¢
asinx + bsin 2z + csin 3z = 0;

(c*) wyznaczy¢ liczby oy, ag, a3, a4, dla ktérych na R zachodzi tozsamosé

iz _ n

a1€® + aze®® + a3e3® + aqe

Cwiczenie* 4.38. Ruch pojazd6éw na dro-
gach osiedla odbywa sie jednokierunkowo,
zgodnie ze schematem zamieszczonym po-
nizej. Odcinki drég osiedlowych oznaczone
sg literami a, b,...,f i A, B,...,F. Noca
osiedle jest patrolowane przez radiowozy
policyjne. Pewnej nocy zaobserwowano, ze
wzdhuz odcinkéw B, C, D, E, F, f radio-
woz przejechal odpowiednio:

(a) 2,3,2,5,1,5 (b)3,2,5,6,4,11
razy.

Tle razy radiowéz przejechal wzdhuz pozostalych odcinkéw? Odpowiedzie¢ na
to samo pytanie przy zalozeniu, ze na odcinkach C' i F' jest przeciwny kierunek
ruchu.

Cwiczenie 4.39. W czasie egzaminu z algebry liniowej studenci rozwiazywali
cztery pieciozadaniowe zestawy A, B, C i D. Liczby zadan z pigciu dzialéw
algebry (liczb zespolonych, wielomianéw, macierzy i wyznacznikéw, uktadéw
réwnan liniowych oraz geometrii analitycznej) w poszczegdlnych zestawach
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wynosity: 2, 1, 1, 0, 1 w zestawie A; 1, 0, 1, 1, 2 w zestawie B; 0, 1, 2, 1,
1 w zestawie C; 1, 1, 0, 1, 2 w zestawie D. Egzamin zdawato 50 studentéw.
Egzaminator sprawdzil odpowiednio 47, 51, 77 zadan z dzialow pierwszego,
trzeciego i piatego. Ile zestawéw kazdej grupy bylo na sali?

4.6. WartosSci i wektory wiasne macierzy

Definicja 4.40. (wielomian i réunanie charakterystyczne macierzy)

Niech A bedzie macierza kwadratowa rzeczywista (zespolona). Wielomianem
charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian rzeczywisty (zespolony)
okreslony wzorem:

w, (A) =det (A — AI).
Rownaniem charakterystycznym tej macierzy nazywamy rownanie postaci:
w,(A) =0.

Uwaga. Wielomian charakterystyczny macierzy wymiaru n X n ma stopief n.

Cwiczenie 4.41. Obliczy¢ wielomiany charakterystyczne macierzy rzeczywi-
stych i zespolonych:

@a=["13]s ma=|_3'5); (c)A=E§§}.

Cwiczenie 4.42. Dany jest wielomian charakterystyczny w,(A) macierzy A
stopnia n. Napisa¢ wielomiany charakterystyczne macierzy:

(a) 24; (b) AT; (c) P71 AP, gdzie det P # 0; (d) A™!, gdzie det A # 0.

Definicja 4.43. (warto$é wlasna i wektor wlasny macierzy)

Niech A bedzie macierza rzeczywista (zespolona) stopnia n. Wartoscig wlasng
macierzy A nazywamy kazdy rzeczywisty (zespolony) pierwiastek wielomianu
charakterystycznego tej macierzy, tj. liczbe A € R (A € C) spelniajacy réwna-
nie:

w,(A) =0.
Niezerowy wektor v = (vy,va,...,v,) € R"(C") nazywamy wektorem wia-
snym macierzy A odpowiadajacym wartosci wlasnej A € R (A € C) tej macie-
rzy, jezeli spelnia warunek:
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Cwiczenie 4.44. Wyznaczy¢ wartosci wlasne oraz odpowiadajace im wektory
wlasne macierzy rzeczywistych:

@a=[*3]:  wa=[}3] @a=[o1];

4 23 123 t e
dA={0-11]; (eA=|123|; (A=

0 01 123 130 -4

130 -4

Cwiczenie 4.45. Wyznaczy¢ wartosci wlasne oraz odpowiadajace im wektory
wlasne macierzy zespolonych:

12 01 2 -3
ma=[y 3 ®a=|7g); ©a=[1 73]
1234
i 0 B 4818 0123
(d) A= 9 1—ils (e) A= 1 0. 8| EpaA= 0023
-2 1Al (0002

Cwiczenie 4.46. Uzasadnié¢, ze jezeli liczba A jest wartoscia wlasna macierzy
A, to

(a) liczba AF jest wartodcia wlasna macierzy A% (=234 )3

(b) liczba 1/, o ile X # 0, jest wartodcia wlasna macierzy AL,

FAKT 4.47. (wartoéci wlasne a wyznacznik)

Niech A bedzie macierza zespolona stopnia n o wartoéciach wlasnych Ap, Az,
.., A\ 1 wielomianie charakterystycznym w, (A). Wowczas:

(1) det A ———'J.UA(O) :)\1 . /\2‘ -An;
(2) A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy 0 nie jest jej wartoscia wlasna.

Dowdd (1). Z definicji w, (A) = det(A — AI), zatem dla A = 0 mamy w, (0) = det A.
Stopiefi wielomianu w, jest rowny n, a liczby A1, Az, ..., An S8 jego pierwiastkami,
wsp6lezynnik przy A" wynosi (—1)". Ze wzoréow Viete'a iloczyn Ay - Ao - ...« Ay jest
réwiy wyrazowi wolnemu tego wielomianu, czyli w, (0).

(2). Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0, a to z kolei na
podstawie (1) zachodzi, gdy A1 - Az ...~ An # 0. Czyli zadna z wartosci wlasnych
macierzy A nie moze by¢ zerem.

Cwiczenie 4.48. Niech A bedzie macierza zespolona stopnia n o wartosciach
whasnych Ap, Mg, ..., Ap. Uzasadnié, ze tr A = A+ Az + ...+ Ap, gdzie tr A
oznacza sume wszystkich elementéw gléwnej przekatne] macierzy A (tzw. slad
macierzy).
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Cwiczenie* 4.49. Pokazaé, ze jezeli A jest macierza kwadratowa stopnia n,
to jej wielomian charakterystyczny ma postac

wA(’\) = (_1)n ()\n = pl)\nil +p2)\n—2 = wath (_l)npn) )
gdzie p; jest suma wszystkich minoréw gléwnych stopnia k£ macierzy A, tj.
minordw, ktére na swojej gtéwnej przekatnej maja wyltacznie elementy giéwnej
przekatnej macierzy A. W szczegdlnosci py = tr A oraz p, = det A.

TWIERDZENIE 4.50 (Cayley’a® — Hamiltonal)

Kazda macierz kwadratowa spelnia swoje rownanie charakterystyczne.
Dowéd. Niech A bedzie macierza stopnia n, zad wa(A) = ap + a1 A+ ... + ap A" jej
wielomianem charakterystycznym. Rozwazmy macierz B = A — AI oraz macierz B”
jej dopetnien algebraicznych. Wéwczas B (BY )T =det B -1, ale det B = wa (), za-
tem
B(B?)" =aol + AarI + ... + N'anl.
Zauwazmy, ze kazdy element macierzy BY jest pewnym wielomianem stopnia n — 1
zmiennej A. Zatem istnieja, macierze By, By, ..., By 1 zlozone z odpowiednich wspét-
i
czynnikéw tych wielomianéw takie, ze (B”)" = Bo + AB1I + ... + A" 'B, ;. Stad
wyunika, ze
B(BP)" = (A~ AI) (Bo+ AB1 +...+ A" 1B, )
= ABo+A(ABy —By)+ ...+ A" 1 (AB,_; — By, _3) — A"B,_1.
Poréwnujac wspolczynniki przy kolejnych potegach A w obu znalezionych postaciach
macierzy B (B? )T otrzymujemy ciag réwnosci
AB() :(IUI, ABl —BQ :alf, ABQ 781 :&21,...,
ABn 1—Bp o= anflIg —Bp_1=anl.
Wstawiajac macierz A do jej wielomianu charakterystycznego i wykorzystujgac powyz-
sze rownosci mamy

apl + a1 A+ asA2+... +a, A" =
= ABy+ A(AB, — By) + A%2(AB; — By) +...+ A" ' (AB,_1 — B,_2) — A"B,_,
= ABy+ A%By — ABy+ A3By; — A2B1 +...+ A"B,,_,— A""'B, 5, — A"B,,_, =0.

Cwiczenie* 4.51. Sprawdzi¢ teze powyzszego twierdzenia dla macierzy:
Yl T |
41 21 1 -1
®[33] oI ©[13) @ 121

Cwiczenie* 4.52. Wskazaé¢ blad w ponizszym ,dowodzie” twierdzenia Cay-
ley’a — Hamiltona. Niech w, (A) = det(A—AI). Wtedy podstawiajac w miejsce
A macierz A otrzymamy w,(A) = det(A—A-I) =detQ = 0.

§Arthur Cayley (1821-1895), matematyk angielski.
TWiliam Rowan Hamilton (1805-1865), irlandzki matematyk i astronom.




'Geometria analityczna
I w przestrzeni

Przedostatni rozdzial poswigcony jest geometrii analitycznej w p
nie. Na poczatku wprowadzmy wektory oraz dzialania na nich. Nastepnie
wiamy wraz z zastosowaniem trzy iloczyny zwigzane z wektorami: s
wektorowy, mieszany. W kolejnym paragrafie podajemy réwnania plas
i prostych w przestrzeni. Rozdzial konczymy oméwieniem wzajemnych re
polozenia punktéw, prostych i ptaszczyzn w przestrzeni.

5.1. Wektory
Definicja 5.1. (wektor zaczepiony)

Wektorem zaczepionym nazywamy
dowolny odcinek w przestrzeni z wy- AB _p
réznionym poczatkiem (miejscem 1 !
zaczepienia) oraz koficem. Jezeli
punkt A jest poczatkiem, a B kon-
cem odcinka,;go wektor oznaczamy
symbolem AB (rys. 5.1.). Na ry-
sunku koniec wektora zaznaczamy

Rys. 5.1. Wektor zaczepiony
grotem.

Jezeli nie bedzie konieczne nazywanie poczatku i konca wektora, to bedziemy
go oznaczali np. symbolem v. Wektor, ktérego poczatkiem i koficem jest ten
sam punkt, nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy symbolem 0.

Uwaga. Z wﬁorer&_z)wiaza.ne sa pojecia: kierunek, zwrot, dhugo$é. Méwimy,
ze wektory AB i CD maja ten sam kierunek (sa réwnolegle), gdy odcinki
ABiCD sa ré_mgoleg&) Fakt, ze wektory .Zé i C’—D> sa rownolegle zapisujemy
symbolicznie AB || CD. Podobnie, piszemy u || v, gdy wektory u i v sa
rownolegle. Z kolei méwimy, ze wektory 14—B> i C—D> maja ten sam zwrot, gdy
majg ten sam kierunek, a ich groty skierowane sa w te sama strone. Gdy

wektory maja ten sam kierunek, ale ich groty zwrécone sa w rézne strony, to
moéwimy, ze maja przeciwne zwroty.

90

r
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Definicja 5.2. (diugosé wektora)

—

Dlugoscia wektora AB nazywamy dlugosé odcinka AB. Wielkosé te oznaczamy
—_—

symbolem |AB|, a dla wektora v symbolem |v|. Wersorem nazywamy wektor

o dlugosei 1.

Definicja 5.3. (wektor swobodny)

Ustalmy wektor zaczepiony v i rozwazmy zbiér wszystkich wektoréow, ktore
maja ten sam zwrot oraz dhugosé. Zbiér ten nazywamy wektorem swobodnym
i oznaczamy symbolem {v} lub krétko v. Innymi slowy: wektorem swobodnym
nazywamy zbior wszystkich wektoréw, ktore mozna otrzymad z ustalonego
wektora przez przesunigcia réwnolegle (rys. 5.2.).

Rys. 5.2. Wektor swobodny

W dalszej czesci ksiazki bedziemy zajmowali sie wylacznie wektorami swobod-
nymi.

Definicja 5.4. (dzialania na wektorach)

Sumgq wektordw w, v nazywamy wektor otrzymany z polaczenia poczatku
pierwszego wektora z koncem drugiego, przy zalozeniu, ze do konca wektora
u doczepimy poczatek wektora v (rys. 5.3.). Sume wektoréw u, v oznaczamy
przez u + v.

g,'lllka—;vo

au 040

Rys. 5.3. Suma wektoréw Rys. 5.4. lloczyn wektora przez liczbe

Z kolei iloczynem wektora u przez liczbe rzeczywista a nazywamy wektor
otrzymamy z wektora u przez jego skalowanie a-krotne. Przy czym, gdy a > 0,
to nie zmieniamy zwrotu wektora, a gdy a < 0, to zmieniamy zwrot na prze-
ciwny (rys. 5.4.). Iloczyn wektora u przez liczbe rzeczywista o oznaczamy
symbolem au. Ponadto przyjmujemy, ze 0-u = 0. Wektor (—1) - u nazywamy
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wektorem przeciwnym do wektora w i ozZnaczamy przez —u.

Réinice wektoréw u, v okreslamy wzorem u — v = u + (—v).

Uwaga. W interpretacji geometrycznej suma wektoréw jest przekatng réwno-
legtoboku rozpietego na tych wektorach.

Rys. 5.5. Interpretacja geometryczna sumy wektoréw

FAKT 5.5. (wlasnosci dziatasi na wektorach)

Niech u, v, w beda wektorami swobodnymi oraz o, 3 € R. Wtedy:

(1) dodawanie wektoréw jest przemienne, tj. u + v = v 4 wu;

(2) dodawanie wektoréw jest taczne, tj. u + (v + w) = (v + u) + w;

(8) wektor 0 jest elementem neutralnym dodawania, tj. u + 0 = u;

(4) wektor —u jest elementem przeciwnym do wektora u, tj. u + (—u) =0;
(5) 1 u=mu; (6) (af)u = a(fu);

(7) (@ + B)u = au + fu; (8) a(u+v) = au + av.

Cwiczenie 5.6.

(a) Wektory a, b sa przekatnymi réwnolegloboku. Wyrazi¢ boki tego réwno-
legloboku za pomocy wektoréw a i b.

(b) Korzystajac z rachunku wektorowego uzasadnié, ze ze srodkowych tréjkata
mozna zbudowaé tréjkat.

(c*) Wektory a, b, ¢, d, e, f tworza krawedzie pewnego czworoscianu. Uza-
sadnié¢, ze niezaleznie od zwrotéw tych wektoréw a +b+c+d + e + f#£0.

(d) Korzystajac z rachunku wektorowego uzasadnié, ze srodki dowolnej tama-
nej zamknietej w przestrzeni ztozonej z czterech odcinkéw sgq wierzcholtkami
réwnolegloboku.

(e*) Korzystajac z rachunku wektorowego uzasadnié, ze érodkowe trojkata
przecinaja si¢ w jednym punkeie, ktory dzieli kazda z nich w stosunku 2:1
liczac od wierzcholkéw.,

FAKT 5.7. (wlasnosci diugosci wektora)

Niech u, v bedg wektorami swobodnymi oraz niech o € R. Wtedy:

(1) |u| > 0, przy czym [u| = 0<=u =0; (2) lou| = |a| - ju);

(3) lu+v| < [u| + |vl; (4) flul = oIl < ju—v].
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Uwaga. Nieréwnosé (3) jest prawdziwa dla

dowolnej liczby skladnikéw. Nieréwnosé . u v
te ze wzgledu na jej interpretacje geome-

tryczng nazywamy nieréwnoscia trojkata

(rys. 5.6). Réwnos¢ w tej nieréwnosci jest

mozliwa tylko wtedy, gdy u = 0 lubv =0 Rys. 5.6. Ilustracja nieréwnosci

albo, gdy v = Bu dla pewnego (3 > 0. trojkata
Dowdd (3). Wykorzystamy interpretacje geometryczng wektorow. Pierwsza z rozwa-
zanych nieréwnoéci jest relacja miedzy diugoéciami bokéw tréjkata o wierzcholkach w
poczatku uktadu wspéirzednych oraz punktéw znajdujacych sie na kornicach wektoréw
uiu+wv (rys. 5.6).
Dowdd (4). Z udowodnionej powyzej nieréwnosci wynika, ze
lul = |u—v+v| < |u—v|+ ||

oraz

vl = v —u+u| <|v—u|+|u| = Ju—-v|+|ul|
Zatem —|u —v| < |u| — |v| < |u —v|, wiec ||u| — |v|| < |u—v].

Definicja 5.8. (uklad wspdlrzednych w przestrzeni)

Uktadem wspdtrzednych w przestrzeni nazywamy trzy ustalone pélproste z, y,
z wychodzace z jednego punktu O, ktére sa parami prostopadte. Taki uklad
wspélrzednych oznaczamy przez Ozyz. Przedluzenia pétprostych Oz, Oy, 0Oz
do prostych nazywamy osiami, a plaszczyzny z0y, yOz, £Oz plaszczyznami
uktadu wspétrzednych (rys. 5.7).

4

Rys. 5.7. Uktad wspolrzednych w przestrzeni

Definicja 5.9. (wspélrzedne wektora w przestrzeni)

Niech v bedzie wektorem w przestrzeni. Wspélrzednymi wektora v nazywamy
diugosci odcinkéw skierowanych vy, va, v3, ktére sa jego rzutami prostokat-
nymi na odpowiednie osie Oz, Oy, Oz, co zapisujemy v = (v1,v2,v3).
Podobnie, jezeli wektor ma poczatek A = (z,,9,,2,) i koniec B = (2,95, 25),
to liczby T, — &, Yy — Yaus 25 — %, Dazywamy jego wspélrzednymi. Piszemy
wtedy

—
AB = (IB — T Yy —YarZs _ZA)'
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—_
W szczegdlnosci wektor OF o poczatku O = (0,0,0) i koncu w punkcie P
nazywamy wektorem wodzgcym punktu P i oznaczamy zwykle przez r .

Rys. 5.8. Ilustracja wspolrzednych wektora

Uwaga. Korzystajac ze wspélrzednych wektoréw, wprowadzone poprzednio
dzialania, mozna wyrazi¢ wzorami:

u+v=(u +v1,us +va,us +v3), au=(aui,aus,aus),
gdzie u = (uy,uy,u3), v = (v1,v2,v3) oraz
a € R. Tak wigc, dowolny wektor w =
(w1, ws, w3) mozna przedstawié w postaci

w = ’LLH% + ng + ’LUSE,

gdzie wektory ¢ = (1,0,0), 7 = (0,1,0),

k= (0,0,1) nazywamy wersorami odpo-
wiednio na osiach Oz, Oy, Oz.

7 kolei wzory na dlugo$é wektora majg postac:

ol = /(1) + (v2)? + (v3)?
lub

— P
IABI = \/(:EB _:EA)Q + (ya _yA)2 + (ZB _ZB)‘ZJ

gdzie v'= (v, v2,v3) 0182 A ={% . 4,,%,)s B = (L5 U525 ) s

Cwiczenie 5.10. Obliczyé dlugosci wektor6w:
() w=(=3,0,4);  (b)v=(v2V3,V3l);
(c) AB, gdzie A = (2,1,-3),B = (~1,1,4).

FAKT 5.11. (punkt podziatu odcinka)

Niech 7, oraz r, beda wektorami wodzacymi odpowiednio punktéw A i B.
Punkt P podzialu odcinka AB w stosunku 1: A (A > 0), ma wektor wodzacy
(rys. 5.9)
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B AF,r.

i
W szczegolnosci érodek S odcinka AB ma wektor wodzacy

1
Ts = E(TA *+2g).

Rys. 5.9. Podzial odcinka AB w stosunku 1: A

Uwaga. Jezeli r, = (z,,y,,2,), "y = (T45,Y5,25), to wspélrzedne wektora
T, = (z,y, 2) wyrazaja si¢ wzorami:
AT, +a Xty Yy Z_/\zA+zB
1Fx © 713K fTTi%R "

U i3 — —
Dowdd. Polozenie punktu P okresla zaleznoé¢ PB = AAP. Poniewaz AP =r, —r,,

—_—
PB=r,—r,, wigcr, —r,=X(r,—r,).Stadr,(1+ ) = AIr, +7,, czyli

A 4 1T
1+A 8

s =g 37

Cwiczenie 5.12.

(a) Niech A = (—1,2,5), B = (1,6, —3). Obliczy¢ wspélrzedne $rodka odcinka
AB.

(b) Punkt P = (0,0,0) dzieli odcinek AB w stosunku 1 : 3. Znalezé wspél-
rzedne punktu B, jezeli A = (—1,2,3).

(c) Znane sy wspotrzedne wierzchotkéw A = (1,—1,0), B = (5,7, 3) tréjkata
ABC oraz punktu S = (2,4, 0) przeciecia jego srodkowych. Wyznaczyé wspol-
rzedne wierzchotka C.

(d*) Odleglosci wierzchotkéw A, B, C kwadratu ABCD od pewnej plaszczy-
zny wynosza odpowiednio 1, 3, 7. Obliczy¢ odlegloéé czwartego wierzcholka
od tej plaszczyzny.

(e) Uzasadnié, ze sfera o érodku (a, b, c) i promieniu r ma réwnanie (z —a)? +
(y— b2+ (z— )2 =12
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5.13. (iloczyn skalarny)
#. v beda wektorami niezerowymi. Iloczyn skalarny wektoréw w i v
wzorem:

Uov = |u|- |v]-cosp,
gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami w i v (rys. 5.10). Jezeli wektor u lub v
jest zerowy, to przyjmujemy, ze ich iloczyn skalarny jest réwny 0.

@

v

Rys. 5.10. llustracja do definicji iloczynu skalarnego

FAKT 5.14. (wzér do obliczania iloczynu skalarnego)
Niech w = (uy, us, u3) oraz v = (vy, o, v3) bedg dowolnymi wektorami. Wtedy:
Uowv =ujv + U2V + Uzvs.

Uwaga. Niektérzy autorzy przyjmuja powyzszy fakt jako okreslenie iloczynu
skalarnego. Wtedy wzér naszej definicji wymaga uzasadnienia,

Dowdd. Jezeli v = 0, to wzér zachodzi. Zaltézmy wiec, ze v # 0. Niech P oznacza
rzut prostokatny na prostg o wektorze kierunkowym v. Z wlasnogci rzutéw wynika,
Ze

P(u) = P(u1§+u23+ujc) — 4y (z) Lush (J) +uzP (k) .

Ale dhugosé rzutu prostokatnego wektora na prosta jest réwna dlugodci tego wektora
pomnozonej przez kosinus kata ostrego miedzy wektorem a prosta, zatem uwzgled-
niajac zwrot tego rzutu mamy
v
P('U.) = l_’vilul cos <):("-’l's ’U) ?
gdzie 4 (u,v) oznacza kat skierowany miedzy wektorami u i v. Dla kolejnych werso-
row otrzymujemy zaleznosci

vV - - v (%51 n‘
P(z):m]z[cosﬁ(z,v) pp o[’ f
P(}):I—:—ljlcos&(_j, ):%-%, 1‘: ,P(u),:lu]cosa.

AT LB W i
P(k)f llklcosé;(k,v)—,vl ol )
Stad
v _ P (v ugeg
oy oo 30 0) = 15 (it 22 o)
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5.2. lloczyn skalarny

Definicja 5.13. (iloczyn skalarny)

Niech u, v beda wektorami niezerowymi. Iloczyn skalarny wektorow u i v
okreslamy wzorem:

uov = |u|:|v|-cosyp,
gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami w i v (rys. 5.10). Jezeli wektor u lub v
jest zerowy, to przyjmujemy, ze ich iloczyn skalarny jest réwny 0.

v
Rys. 5.10. Tlustracja do definicji iloczynu skalarnego
FAKT 5.14. (wzor do obliczania iloczynu skalarnego)

Niech w = (u1, u2,u3) oraz v = (v1,va, v3) beda dowolnymi wektorami. Wtedy:
U0V = UV + UaVy + U3V3.

Uwaga. Niektérzy autorzy przyjmuja powyzszy fakt jako okreslenie iloczynu
skalarnego. Wtedy wzér z naszej definicji wymaga uzasadnienia.

Dowdd. Jezeli v = 0, to wzér zachodzi. Zalézmy wiec, ze v # 0. Niech P oznacza
rzut prostokatny na prosta o wektorze kierunkowym v. Z wlasnodci rzutéw wynika,
ze

Plu) =P (u;§+uﬁ+"w3§:) =u P (;) + ua P (3) + usgP (fc) .

Ale dlugoéé rzutu prostokatnego wektora na prosta jest réwna dlugosci tego wektora
pomnozonej przez kosinus kata ostrego miedzy wektorem a prosta, zatem uwzgled-
niajac zwrot tego rzutu mamy

P(u) v

Tl
gdzie < (u,v) oznacza kat skierowany miedzy wektorami u i v. Dla kolejnych werso-
réw otrzymujemy zaleznosci

% vV 5 4 v 1
P(z) =—1 cos-i(z,'v) =——,
I’vl| | vl |v]

v

P(3)=rorbleos 3(3:v) = 157 T

vl vl

lu cos J(u,v),

v Uy

P(f;:) = ':—Ilﬁzlcos#(fc,v) = ol . I
Stad

v v UM U2V U3zvs
— |u| cos 4 (u 'v)——( + + )
[v] ’ ol ol vl )]
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zatem

.. (|u| cos 4 (u,v) —

U1y + ugvy + ua‘b’a) —0
v

[v]
Ale v # 0, wiec
UV + U2 + uzvs gl

0.
lv]

|u| cos 4 (u,v) —
Ostatecznie mamy

uov = |u||v|cos 4(u,v) = ujv, + uovy + usvs.

Cwiczenie 5.15. Obliczy¢ iloczyny skalarne wektoréw:
(a) u=(-1,2,-3), v = (2,0, -1);

(b) u = (V2,V3,V5), v = (V&,~v27,0).

Cwiczenie 5.16. Obliczy¢ kat miedzy wektorami:
(a) u=(3,-1,2), v = (4,2, -5); (b) u=(3,-1,2), v=(1,2,3).

FAKT 5.17. (wlasnosci iloczynu skalarnego)
Niech u, v, w beda dowolnymi wektorami oraz niech o € R. Wtedy:

(1) uov=vou; (2) (au)ov=a(uow);
(3) uou = |Ju|? (4) (u+v)ow =uow+vow;
(5) lwow| < Ju| - |v|; (6) wektory u i v sa prostopadle <= u o v = 0.

Uwaga. Réwnoséé w nieréwnosci (5) jest mozliwa tylko wtedy, gdy wektory w
1 v 83 rownolegle.

Cwiczenie 5.18.

(a) Obliczy¢ iloczyn skalarny wektoréw a i b, jezeli a = 3p — 2q, b = p — 5gq,
przy czym p i g sa wersorami prostopadlymi.

(b) Obliczy¢ dtugosé wektora a = 5p — 4q, jezeli p i q sa wersorami prosto-
padtymi.

(c*) Jakie warunki musza spelniaé wektory p, g, 7, aby istnial prostopadto-
Scian, ktérego przekatnymi $cian wychodzacymi z jednego wierzcholka beda
te wektory?

(d*) Czy istnieje czworoscian, ktérego podstawa jest trojkat prostokatny i kté-
rego wszystkie katy plaskie przy wierzcholku nie nalezacym do podstawy sa
proste?

Cwiczenie 5.19. Korzystajac z rachunku wektorowego obliczyé:
(a) kat miedzy przekatnymi sasiadujacych Scian szedcianu;

(b*) kat nachylenia krawedzi bocznej czworoscianu foremnego do plaszczyzny
podstawy.
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Cwiczenie 5.20.
(a) Znalez¢ wersor w, ktéry jest prostopadly do wektorow u = (1,-2,0),
v=(0,3,-2).

(b) Znalezé wersor e, ktéry z wektorami a = (1,0,0), b = (1, V3, 0) tworzy
katy /3.
Cwiczenie 5.21.
(a) Uzasadnié, ze rzut prostokatny wektora u na wektor v wyraza si¢ wzorern:

g = OO

TR

(b*) Uzasadnié, ze rzut prostokatny wektora u na plaszczyzne rozpieta przez
dwa prostopadle wektory vy, ve wyraza si¢ wzorem:

U o v U o Vg

- _'U] .
lv1]? lvg|?

Cwiczenie 5.22. Dane sa punkty A = (3,0,0), B = (0,5,0), C = (0,0,2).
Zmalezé¢ wszystkie punkty S takie, ze katy ASB, BSC, CSA sa proste.

Cwiczenie* 5.23. Punkty P, P» na powierzchni Ziemi maja dlugosci geo-
graficzne odpowiednio @i, w2 (=7 < @1, w2 < w) oraz szerokosci 11, o
(—7/2 < 4, Yo < 7/2). Wyznaczy¢ najmniejsza odleglos¢ tych punktéw mie-
rzong po powierzchni Ziemi. Przyjaé, ze nasza planeta jest kula o promieniu
6400 km.

5.3. lloczyn wektorowy

Definicja 5.24. (orentacja tréjki wektordw)
Niech w, v, w beda niewspolplaszczyzno-
wymi wektorami w przestrzeni. Mowimy, ze
uporzadkowana trojka wektorow w, v, w two-
rzy uklad prawoskretny, jezeli prawa reke
umieScimy tak, aby kciuk wskazywal zwrot
wektora w, to zgiete palce wskaza kierunek Rys. 5.11. Prawoskretna orientacja
obrotu od wektora u do v (rys. 5.11.). tréjki wektoréw

Uwaga. Uklad wspdirzednych jest ukladem prawoskretnym, jezeli wersory osi
tworza uklad wektoréw prawoskretny. W przeciwnym przypadku méwimy, ze
uktad wspélrzednych jest lewoskretny. W dalszej czeéci podrecznika zakla-
damy, ze uktad wspélrzednych jest prawoskretny.
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Definicja 5.25. (ioczyn wektorowy)

Niech u i v beda niewspétliniowymi wektorami w przestrzeni. loczynem wek-
torowym uporzadkowanej pary wektoréw w i v nazywamy wektor w, ktéry
spelnia warunki:

1. jest prostopadly do wektoréw w i v (rys. 5.12);
2. jego diugosé jest réwna polu réwnolegtoboku rozpietego na wektorach w i v;
3. orientacja uporzadkowanej trojki wektorow u, v, w jest prawoskretna.

Rys. 5.12. lloczyn wektorowy wektoréw w i v

Tloczyn wektorowy pary wektoréw w 1 v oznaczamy przez u x v. Jezeli je-
den z wektoréw w, v jest zerowy lub jezeli wektory te sa wspélliniowe, to
przyjmujemy, ze u X v = 0.

FAKT 5.26. (wzor do obliczania iloczynu wektorowego)

Niech w = (u1,u9,us) oraz v = (v1, v, v3) beda dowolnymi wektorami. Wtedy

~ -~ ~

t 3 k
UXV=|u Uz U3
v v2 U3

Uwaga. Przy obliczaniu wyznacznika wersory ¢, J, k nalezy traktowaé for-
malnie jak liczby. Niektérzy autorzy przyjmuja powyzszy fakt jako okreslenie
iloczynu wektorowego. Wtedy warunki wymienione w naszej definicji wyma-
gaja uzasadnienia.

Dowdéd. Zapiszemy wektor u x v wystepujacy w wyznaczniku tezy jako w = (wy, wa,ws3) .
Wektor w jest prostopadly do plaszezyzny rozpietej na wektorach u i v. Mamy bo-
wiem

Uy Uz us
uow =1u Ud Mg s +u ty g _ Uy ug uz | =0
L Va2 Vg U1 U3 4 v U2 :

U1 V2 V3

Podobnie v ow = 0, czyli w | u oraz w L v. Dalej
lw|? = (ugvs — ’U2U3)2 + (uqv3 — v1u3)2 + (u1v2 — v1u2)2
= (’Uf% i ’U% = ’Ug) (‘U% + 'U% + Ug) = (ulvl + U9 + ’H.3'U3)2

= [ul*v]® - (wov)® = u|?|v|? (1 — cos? 4(u,v)) = (Ju|lv]sin 4 (u,v))*.
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Stad wynika, ze |lw| = |u x v|. Ponadto

Uy Uz ug
U U U] U Uy W
U] Uy U3 | = un ) 0 +w i
V2 Vs V1 V3 v V2
wy Wy W3

= wi +wi +wi = |w|?
W okresleniu iloczynu wektorowego wektory u, v sa niewspdtliniowe, zatem
|| |v]sin 4 (u,v) # 0.

Stad |w|? > 0, wiec orientacja ukladu wektoréw u, v, w jest zgodna z orientacja
ukladu wspotrzednych. Uzasadnili$émy, ze wektor w ma ten sam kierunek, zwrot oraz
ta sama dlugoéé, co wektor u x v, zatem w = u X v.

Cwiczenie 5.27. Korzystajac z powyzszego wzoru obliczyé iloczyny wekto-
rowe par wektoréow:

(a) u=(-1,2,5), v =(2,0,-3); (b)u=(-1,-3,4), v=(5,6,-2).

Cwiczenie 5.28. Obliczy¢:

(a) pole réwnolegloboku rozpietego na wektorach u = (0,3, —-2), v = (—1,2,5);
(b) pole tréjkata o wierzchotkach A = (1,2,3), B = (0,—-1,2), C = (0,4,0);
(c) wysokosé trojkata ABC opuszezona z wierzchotka C, jezeli A = (1,1,1),
B = (272ﬂ2)! C= (35415);

(d) pole powierzchni réwnoleglo$cianu rozpietego na wektorach u = (2, —1,1),
v=(0,3,1), w=(1,1,0).

Cwiczenie 5.29. (wlasnosci iloczynu wektorowego)

Niech u, v, w beda dowolnymi wektorami w przestrzeni oraz niech o € R.
Uzasadnié, ze:

Duxv=—(vxu); (2) (ou) X v =u X (aw) = a(u X v);
(3) (ut+v) xw=uxw+v xw; 4 ux(v+w)=uxv+uxXw;
(5) luxv| < u| - |v].

Uwaga. Réwno$é w nieréwnosci (5) jest moz-
liwa tylko wtedy, gdy wektory w i v sa prosto-
padte. Tloczyn wektorowy wektoréw zapisanych
jako sumy wersoréw %, 7, k pomnozonych przez
liczby mozna obliczy¢ stosujac powyzsze wia-
snosci oraz wykorzystujac podany diagram. Gdy
orientacja czynnikéw iloczynu wektorowego jest
niezgodna ze strzatkami, wowczas znak wyniku
nalezy zmieni¢ na przeciwny.
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Cwiczenie 5.30. Obliczy¢ iloczyny wektorowe wektoréw:
(a) u=231+2] —k,v=—41+3+5k; (b)u=4i— 3k, v=—2]+5k.

Cwiczenie 5.31. Niech P, q beda dowolnymi wektorami. Pokazaé tozsamosé

P+a)x(p—a)=-2(pxq).
Nastepnie uzasadni¢, ze pole réwnolegloboku S o przekatnych p, ¢ wyraza si¢
wzorem pole (S) = (1/2)|p x q|.

Cwiczenie* 5.32. Niech u, v, w beda dowolnymi wektorami w przestrzeni.
Uzasadni¢ podane tozsamosci 1 zwiazki:

(a) luxv|® = jul® - Jo)® — (wov)*;

(b)ux (vxw)=(uow) v—(uow)  w;

(c) u x (v xw) =(wxv)Xuy;

(d) (uxv)o(wx z)=(uow)(voz)—(uoz)(vow);
(e)ux(vxw)+wx(uxv)+vx(wxu)=0;

(f) jezeliu+v+w=0,touxv=v X wW=w X u;

(g) jezeli u x v +v x w+ w x u = 0, to wektory u, v, w sy wspotplaszczyznowe.

Cwiczenie* 5.33. W wierzchotku O czworoécianu ABCO wszystkie katy pla-
skie sa proste. Udowodnié¢ ,przestrzenng wersja twierdzenia Pitagorasa”:

(pole (AABO))? + (pole (ABCO))? + (pole (AACO))* = (pole (AABC))?.

C

5.4. lloczyn mieszany

Definicja 5.34. (iloczyn mieszany)

Niech u, v, w beda dowlnymi wektorami w przestrzeni. Iloczyn mieszany upo-
rzadkowanej tréjki wektorow u, v, w okreslamy wzorem:

(uw,v,w) = (u x v) ow.

Cwiczenie 5.35. Obliczy¢ iloczyny mieszane uporzadkowanych tréjek wektorow:
(a) w=(1,1,0), v = (0,1,1), w = (1,0,1);
(b) u=(-2,1,3), v=(4,3,-1), w = (1,0,-2).
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Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego wektoréw

Tloczyn mieszany wektoréw u, v, w jest réwny (z dokladnoscia do znaku)
objetosci réwnolegloécianu V' rozpietego na wektorach u, v, w (rys. 5.13);

|(u, v, w)| = objetosé (V).

Dowdd. Przyjmijmy, ze podstawa réwnoleglo-
gcianu V' jest rownoleglobokiem rozpigtym na
wektorach u, v. Objetoéé¢ tego rownoleglo-
$cianu jest réwna iloczynowi pola |u x v| jego
podstawy P oraz wysokoéci

h=|w]||cos 9 (u x v, w)|.

Stad

objetosé (V) = pole (P)-h
= |u x v||w] |cos g (u x v, w)| Rys. 5.13.
= |(u xv)ow|.

FAKT 5.36. (wzdr do obliczania iloczynu mieszanego)
Niech u = (uy,ug,u3), v = (v1,v2,v3), w = (w1, ws, w3) bedg dowolnymi wek-
torami. Wtedy
up Uz U3
('u,, v, 'w) =\ v V2 U3
wy w2 w3

Dowédd. Mamy
I
(w,v,w) = (uxv)ow = |u; up uz | o (w1, w2, ws)
v U3 VU3
Uz U3 Uy Uz Uy U2
= y — : o (w1, wsz,w3)
Ve U3 v U3 v V2
Uy Ug Us
Uz U3 1wy U3 Uy Uz o
— .y Wy = |V V2 V3 |.
Vg Uz v V3 U1 V2
w; w2 w3

Cwiczenie 5.37. Obliczy¢ iloczyny mieszane trojek wektoréw:
(a) w=(0,1,-1), v = (1,-2,-3), w=(1,5,0);
(b) u=(1,4,-1), v =(3,2,0), w = (0,0, -3).

Cwiczenie 5.38. Obliczy¢ objetoéci:

(a) réwnolegloscianu rozpigtego na wektorach a = (1,-1,2), b = (0,3, -2),
e = (-1,5,0);

(b) caworoécianu o wierzchotkach P = (1,1,1), @ = (1,2,3), R = (-1,1,0),
S = (0,0,1).
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Cwiczenie 5.39. Obliczy¢ wysoko§é czworoscianu ABC D o wierzcholtkach A =
(0,0,0), B=(1,0,0), C =(0,2,3), D = (3,4,5) opuszczona z wierzchotka D.

Cwiczenie* 5.40. Udowodnié, ze objetos¢ czworoscianu V' o wierzchotkach

Ay = (21,31, 21), A2 = (x2,2, 22), A3 = (z3,Y3,23), As = (Z4,Y4, 21), Wyraza
si¢ wzorem:

Eiodn = 1

m o = 1 T za 1
objetosé (V) = E‘ det mg gz ZZ 1 |

T4 Y4 2z 1

Cwiczenie* 5.41. Uzasadnié¢, ze objetoéé réwnolegloscianu V' o przekatnych
scian p, g, r wychodzacych z jednego wierzchotka wyraza si¢ wzorem:

objetosé (V) = % | (p,q,T) ‘ -

Cwiczenie 5.42. (wlasnosci iloczynu mieszanego)
Niech u, v, w, r beda dowolnymi wektorami w przestrzeni oraz niech o € R.
Uzasadnié, ze:
(1) (u,v,w) = (v,w,u); (2) (u,v,w) = — (v,u,w);
3) (u+r,v,w) = (u,v,w) + (r,v,w); (4) (cu,v,w) = a(u,v,w);
(5) wektory u,v,w leza w jednej plaszezyznie wtedy i tylko wtedy, gdy
(U, v, w) =0;
(6) |('U-,U,'LU)| < Iul ) |v| ) le

Uwaga. Rowno$¢ w ostatniej nieréwnosci jest mozliwa tylko wtedy, gdy przy-
najmniej jeden z wektorow u, v, w jest zerowy albo, gdy te wektory sa parami
prostopadte.

Cwiczenie 5.43.

(a) Zbadad, czy wektory @ = (1,2,3), b = (—1,0,4), ¢ = (0,—2,6) sa wspol-
plaszczyznowe.

(b) Zbadacd, czy punkty A = (1,0,2), B = (5,1,5), C = (3,-1,2), D = (1,3,5)
leza w jednej plaszczyzZnie.

Zastosowania iloczynéw wektoréw

Iloczyn skalarny
aob

® Obliczenie cosinusa kata miedzy wektorami: cos 4 (a,b) =

la] 1b]’

® Sprawdzenie prostopadlosci wektoréw: a L b <= aocb=0.
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Iloczyn wektorowy
e Utworzenie wektora ¢ prostopadlego do wektoréw a, b: ¢ = a x b.
e Weryfikacja réwnoleglodci wektoréw: a || b <= a x b= 0.
Iloczyn mieszany
¢ Obliczenie pola réwnolegtoboku D rozpietego na wektorach a, b:
pole (D) = |a x b].
* Obliczenie objetoéci réwnoleglodcianu V' rozpigtego na wektorach a, b, ¢:
objetosé (V) = |(a, b, ¢)| .

e Sprawdzenie wspolplaszezyznowosci wektorow:

wektory a, b, ¢ sa wspolplaszezyznowe <= (a,b,c) = 0.

Uwaga. Dwa poczatkowe wzory sg prawdziwe takze dla wektoréw na plasz-
czy#nie. Réwnolegloéé wektoréw a, b o niezerowych wspélrzednych mozna
sprawdzi¢ nastepujaco: wektory a = (a1, a2,as), b = (by, ba, b3) sa réwnolegte
wtedy i tylko wtedy, gdy

ay ay a3

by by b3

5.5. Réwnania ptaszczyzny

FAKT 5.44. (réwnanie normalne plaszczyzny)
Réwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt Py = (zo, Yo, 20) 0 wekto-
rze wodzacym rg i prostopadlej do wektora niezerowego n = (A, B,C) (rys.
5.14) ma postaé:
w: (r—mrp)on =0,

gdzie r = (z,y, z) oznacza wektor wodzacy punktu P plaszczyzny. Wektor n
nazywamy wektorem normalnym tej plaszezyzny. W formie rozwinigtej row-
nanie plaszczyzny m przyjmuje postac:

m: A(x—z0)+ B(y—w)+C(2—2)=0.
Powyzsze zaleznosci nazywamy réwnaniami normalnymi plaszczyzny.

Rys. 5.14. Plaszczyzna wyznaczona przez punkt i wektor normalny
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Cwiczenie 5.45.

(a) Napisa¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt Py = (—1,2,0) i
prostopadlej do wektora n = (2,-3,1).

(b) Napisa¢ réwnanie plaszezyzny przechodzacej przez $rodek odcinka AB,
gdzie A = (3,2,—1), B = (5,0,7) i prostopadlej do tego odcinka.

FAKT 5.46. (rownanie ogdlne plaszczyzny)
Réwnanie postaci: m : Az + By + Cz+ D = 0, gdzie |A| + |B| + |C| > 0,

przedstawia plaszczyzne. Plaszczyzna ta ma wektor normalny n = (A, B,C)
(rys. 5.15).

z

Rys. 5.15. Plaszczyzna o réwnaniu Az + By +Cz+ D =0

Cwiczenie 5.47.

(a) Napisa¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P = (3,—2,5) i
réwnoleglej do plaszezyzny yOz.

(b) Napisa¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt Q = (1,3, -2) i
0s Oy.

(c) Dla jakich wartoéci parametréw p, q plaszezyzna w1 : z —y+3z2—4 =0
jest réwnolegla do plaszezyzny mo @ pz + (1 — ¢)y — 62 = 07

FAKT 5.48. (réwnanie parametryczne plaszczyzny)

Réwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt Py = (z0, %0, 20) 0 wekto-
rze wodzacym T i rozpigtej na niewspotliniowych wektorach w = (uy, ug, ug)
iv=(v1,v2,v3) (rys. 5.16) ma postaé:

T: r=rp+su+tv (s,t eR).

z

Rys. 5.16. Plaszczyzna rozpieta przez dwa wektory
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W formie rozwinietej réownanie tej plaszezyzny przyjmuje postac:

T = xg + suj + tuy,
T y=1yo+suz+tve, (s,t€R).
z=2zp+ suz +tvg

Powyzsze zaleznodci nazywamy rownaniami parametrycznymi plaszczyzny. -
Uwaga. Wektor normalny tej ptaszczyzny ma posta¢ n = u X v.
Cwiczenie 5.49.
(a) Napisa¢ réwnanie parametryczne plaszczyzny przechodzacej przez pocza-
tek uktadu wspotrzednych i réwnoleglej do wektoréw u = (1,2,3), v = (0,-1,2).
(b) Wyznaczyé punkt przeciecia plaszczyzny 7 oraz osi Oz dla

= =1 4 25 — 1

e {y~ 24+3s+ 2t (s,teR).

z2=-3— s+ t
(c) Plaszczyzne 7 : x — 2y + 2z — 3 = 0 zapisa¢ w postaci parametrycznej.
(d) Plaszczyzne

=1 871

T {y=3+23— t, (s,teR).
o s + 3t

zapisa¢ w postaci normalnej.

(e) Uzasadnié¢, ze podane réwnania parametryczne opisujg te sama plaszczy-

Zne:

y= 2-—2s+ t, y= — s—3t (steR).

z= 14+ 5—12¢ r=2-— s+ 3t
g=—14+3s= 1, z=24+2s + 4t

Cwiczenie 5.50. (réwnanie plaszczyzny przechodzqcej przez trzy punkty)
Pokazaé, ze réwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez trzy niewspotliniowe
punkty P; = (zi,¥i,2i) (1 <i<3) (rys. 5.17) ma postac:

z

r y =z 1
1 oy oz 1
T2 Yo 22 1
T3 y3 23 1

Korzystajac z powyzszego wzoru:

(a) napisa¢ réwnanie plaszczyzny

przechodzacej przez trzy punkty R .
ys. 5.17. Plaszczyzna przechodzacej

P = (0?1,2% Q= (_11415)1 R = przez trzy punkty

(21 _23 3):
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(b) zbadaé, czy punkty P, = (1,2,-3), P, = (2,3,4), P3 = (0,5,4), P, =
(5,3,1) naleza do jednej plaszczyzny.

Cwiczenie 5.51. (réwnanie odcinkowe plaszczyzny)

Pokazaé, ze réwnanie plaszczyzny 7 odcinajacej na osiach Oz, Oy, Oz ukladu
wspotrzednych odpowiednio odeinki (zorientowane) a, b, ¢ (abe # 0) (rys. 5.18)
ma postac:

y
b

x
T: —4+
a

i,
C

Rys. 5.18. Plaszczyzna odcinajaca na osiach
uktadu wspétrzednych odeinki a, b, ¢

(a) Plaszczyzne 7 : 2z — 6y + 32 — 12 = 0 zapisa¢ w postaci odcinkowe;j.

(b) Znalez¢ réwnanie plaszczyzny, ktéra przechodzi przez punkt P = (—1,2,3)
i odcina na osiach ukladu odcinki jednakowej diugosci. Ile rozwigzan ma to
zadanie?

(¢) Obliczy¢ objetosé czworodcianu ograniczonego plaszezyzna m : = + 2y +
3z — 6 = 0 oraz plaszcezyznami ukladu wspélrzednych.

5.6. Réwnania proste;j

FAKT 5.52. (rownanie parametryczne prostej)

Roéwnanie prostej | przechodzacej przez punkt Py o wektorze wodzacym 7 i
wyznaczonej przez niezerowy wektor v (rys. 5.19) ma postac:

l: r=r9g+tv (teR).

Powyzsze réwnanie nazywamy réwnaniem parametrycznym proste] w formie
wektorowej, a wektor v jej wektorem kierunkowym. Jezeli ro = (xo,yo, 20)
oraz v = (v}, v2,v3), to po rozpisaniu na wspélrzedne réwnanie parametryczne
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prostej przyjmuje postac:

x = zg + tvy,

l: ¢ y=yo+tva, (teR).
{ z = zg + tvs

Uwaga. Powyzsze réwnania beda

przedstawialy polproste lub odcinek,

gdy parametr ¢ bedzie przebiegal od-

powiednio przedzialy (—o0, ], [a, o0)

lub [a, £]. Rys. 5.19. Prosta wyznaczona przez
punkt i wektor

Cwiczenie 5.53.

(a) Napisa¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt Fy =
(—1,0,3) i réwnoleglej do wektora v = (2, —1,5).

(b) Napisa¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkty P =
(lv 2, 3): Q . (3% 2, 1)

(c) Wskaza¢ wektor kierunkowy prostej [ : x =1+3t,y = —2+4¢, 2 =3 -6t
(t € R). Podaé trzy punkty na prostej .

(d) Znalezé punkty przecigcia prostej [ : x =1 +2t, y = —2+4t, 2 =5 +1
(t € R), z plaszczyznami uktadu wspétrzednych.

e) Czy proste l; : ¢ =142,y = —-2—t, 2=3t, |, : x = —1+s,y = —11+2s,
= —1+ s (t,s € R) maja wspélny punkt?

Cwiczenie* 5.54. Dane sj trzy parami skoéne proste:

ll : (:‘E’y?z) - (1 +t:t:t): l2 : (ZE,y,Z) = (311 + 33_'5): l3 : (mayvz) — (uu —u,u),
gdzie t, s, u € R. ZnaleZé réwnanie prostej, ktora ma punkty wspolne z kazda
z nich. Pokazaé¢, ze takich prostych jest nieskonczenie wiele.

Cwiczenie 5.55.

(a) Z punktu S = (—30,50,0) w kierunku wyznaczonym przez wektor k =
(3,4,12) wystrzelono rakiete z szybkoécia v = 1.3. Po jakim czasie rakieta
bedzie w odleglosci d = 150 od punktu obserwacyjnego O = (0,0,0)?

Uwaga. Wspolrzedne punktéw podane sa w km, a szybko$é w km/s.

(b) Samolot zwiadowczy i rakieta poruszaja sie po prostych ze stalymi pred-
kosciami. W chwili £; = 0 samolot byl w punkcie S; = (1,2,3), a w chwili
ts = 3 w punkcie Sy = (—1,5, 3). Z kolei rakiete, wystrzelona w chwili t] =12
punktu R; = (0,0,0), zaobserwowano w punkcie Ry = (5,3,2) w chwili t; = 4.
Czy samolot zostanie trafiony przez rakiete?

(¢) Okrag jest wspdlng czescia sfery 22 + y? + 22 = 36 oraz plaszczyzny
2z + 3y + z = 14. Znalez¢ érodek okregu.
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Definicja 5.56. (réwnanie krawedziowe prostej)
Prosty [, ktéra jest czescia wspdlng dwodch
nieréwnoleglych plaszezyzn

L A1$+Bly+01Z+D1=0,
mo: Asx + Boy+ Coz + Doy =0

(rys. 5.20), bedziemy zapisywaé¢ w postaci:

1. | Azt Biy+Ciz+ Dy =0,
) Asx + Boy + Coz + Dy = 0.

Ten sposéb przedstawiania prostej nazywamy
rownaniem krawedziowym.

Uwaga. Wektor kierunkowy prostej ma po- Rys. 5.20. Prosta jako czed¢
sta¢ v = ny X ng, gdzie ny = (Al,BhOl)a wspdlna dwoéch plaszezyzn
ny = (Az, By, Cs) sa wektorami normalnymi

odpowiednio plaszczyzn 7, 7.

br+2y —2—9=0,

3x+2y+22—-12=0 zapisa¢ w postaci

Cwiczenie 5.57. (a) Prosta [ : {

parametryczne;.
(b) Prosta [ : © = 1+t,y = —3t,z = —2+ bt (t € R) zapisa¢ w postaci
krawedziowe;j.

z+y+z+4=0,

3m+y—z42=0 z plaszczyzna

(c) Znalezé punkt przecigcia prostej [ : {

x0z.

(d) Dla jakiej warto$ci parametru m prosta [ : x = 1+ 2t, y = —2, z = 3¢
. Je-2y+2z2+m=0,

(t € R) przecina prosta k : {.r—l- Y—z+3 =07

z+py—z+1=0
20 —py+2=10
nolegta do plaszczyzny 7: 3z +py+22—1=07?

(f) Uzasadnié, ze prosta [ : {
T:3z—y+22—-2=0.

(g) Pokazaé, ze podane réwnania krawedziowe wyznaczaja te sama prosta

2r—y+32—-1=0, 3z +2y+22—4=0,
r+3y—z—-3=10 3z—-5y+72+1=0.

(e) Dla jakiej wartoéci parametru p prosta [ : { 7 jest row-

SE—’IJ:O,

s o i) Jjest zawarta w plaszczyznie
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5.7. Wzajemne pofozenia punktow, prostych i ptaszczyzn

Definicja 5.58. (rzut punktu na plaszczyzne i prostq)

Rzutem prostokgtnym punktu P na plaszczyzne m nazywamy punkt P’ tej
plaszezyzny (rys. 5.21 (a)) spelniajacy warunek: PP’ L 7. Z kolei rzutem
prostokatnym punktu P na prostg [ nazywamy punkt P’ tej prostej (rys. 5.21
(b)) spetiajacy warunek: PP" 1 [.

() 5 (b)

.
’

Rys. 5.21. Rzut prostokatny punktu na (a) plaszczyzne, (b) prosta

Uwaga. W podobny sposéb definiuje sie rzut ukosny punktu na plaszczyzne w
kierunku ustalonego wektora (rys. 5.22 (a)). Zakladamy przy tym, ze wektor
nie jest prostopadly do wektora normalnego plaszczyzny.

(a) (b) !

Rys. 5.22. Rzut ukoény punktu na (a) plaszczyzne, (b) prosta

Rozwaza sie takze rzut punktu na prosta w kierunku wektora (rys. 5.22 (b)).
W tym przypadku zakladamy, ze wektor nalezy do pltaszczyzny przechodzacej
przez prosta i punkt. Rzut ukoény jest wykorzystywany m.in. w grafice kompu-
terowej do wyznaczania cienia na plaszczyznie, jaki tworzy obiekt odwietlony
promieniami réwnoleglymi.

Cwiczenie 5.59.
(a) Znalezé rzut prostokatny punktu P =(3,—2,1) na plaszczyzne 7 : 2z —
y+ 3z=0.

(b) Znalezé rzut prostokatny punktu P = (2,—1,4) na prostg | : = = {,
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y=—t,z= -3t (t e R).

(c) Znalezé rzut ukosny w kierunku wektora v = (—1,3,0) punktu P =
(1,2,—2) na plaszczyzne 7 : c+y—4z—6=0.

(d) Znalezé rzut ukoény w kierunku wektora v = (2, —3, 1) punktu P = (3, 1,0)
na prosta l : (z,y,2) = (-3 —5,56—35,2+ 2s) (s € R).

Definicja 5.60. (symetria wzgledem punktu, prostej i plaszczyzny)

Niech A, I, m oznaczaja odpowiednio ustalony punkt, prosta oraz plaszczyzne
w przestrzeni.

* Méwimy, ze punkt P’ jest symetryczny do P wzgledem punktu A, gdy
2 o _
PA=AP,
® Méwimy, ze punkt P’ jest symetryczny do P wzgledem prostej [, gdy dla
pewnego punktu () € [ mamy
- —
PQ = QP oraz PQ L1,
® Podobnie méwimy, ze punkt P’ jest symetryczny do P wzgledem plaszczyzny
7, gdy dla pewnego punktu @ € 7 mamy

E— —
PQ = QP oraz PQ L .

P
Rys. 5.23. Symetria wzgledem: (a) punktu, (b) prostej, (¢) ptaszezyzny

Uwaga. Symetrie wzgledem plaszczyzny wykorzystuje sie w grafice kompute-
rowej do tworzenia realistycznych obrazéw (odbicia w zwierciadle).

Cwiczenie 5.61. Znalezé punkt P’ symetryczny do P = (0,3, —4) wzgledem:
(a) punktu S = (1,—2,5); (b) plaszczyzny m: x4+ 2y — 22+ 4 =0;
(c) prostej l : x=-3—-t,y=—-1—-t, z=2+1t (t € R).

Definicja 5.62. (odleglosci)
Odlegloscia punktu P od plaszezyzny 7 (prostej [) nazywamy dlugo$é odcinka
PP, gdzie P’ jest rzutem prostokatnym punktu P na plaszczyzne 7 (rys.

5.23 (a)) (prosta I, rys. 5.24 (b)). Odlegloé¢ te oznaczamy symbolem d (P, )
(@(P,1)).
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Rys. 5.24. Odlegloéé punktu od: (a) ptaszczyzny, (b) prostej

Odlegloécia ptaszezyzn réwnolegltych m, mo (rys. 5.25 (a)) (prostych réwno-
legtych 1y, la, rys. 5.25 (b)) nazywamy odlegloé¢ dowolnego punktu jednej z
nich od drugiej. Odleglo$é te oznaczamy symbolem d (71, m2) (d(l1,12)).

(a) (b)

l2

L d(ly,l2)

Rys. 5.25. Odlegloéé: (a) plaszezyzn réwnolegtych, (b) prostych réwnolegtych

Podobnie odlegtodcia prostej I, réwnoleglej do plaszczyzny 7, od tej plasz-
czyzny (rys. 5.26 (a)) nazywamy odleglo$é¢ dowolnego punktu prostej [ od
plaszczyzny .

(a) (b)

~d (l1,12)

Rys. 5.26. Odlegltoéé: (a) prostej od réwnoleglej plaszezyzny, (b) prostych skoénych

7 kolei odlegloécia prostych skosnych I, I (rys. 5.26 (b)) nazywamy odle-
glosé plaszezyzn réwnoleglych zawierajacych te proste. Odleglod¢ te ozna-
czamy symbolem d (I1, 1) .




5.7. Wzajemne potozenia punktéw, prostych i ptaszczyzn 113

FAKT 5.63. (odleglosé punktu od plaszczyzny)

Odleglosé punktu Py = (z9, Y0, 20) od plaszczyzny 7: Az + By+Cz+D =0
wyraza si¢ wzorem:

|Azg + Byog + Cz + D)|

A2+ B2+ C?

Dowdd. Prosta | prostopadla do plaszczyzny m i przechodzgca przez punkt P ma
réwnanie parametryczne

l:z=20+ At, y=yo+ Bt, 2=20+Ct (t € R).

Punkt P' = (2/,9',2') (rys. 5.26 (a)) przeciecia tej prostej z plaszczyzna m wyzna-
czamy z warunku

A(zo+ At)+ B(yo + Bt) + C (20 + Ct) + D = 0.
Stad t (A* + B? + C?) = — (Axo 4 Byo + Cz + D). Zatem szukana odleglosé¢ wy-
nosi
d=IPP| = /(@ — 20" + (' ~ 10)* + (' ~ )° = /(AP + (BEP + (COP

t A? BQ 02 -
= |t /A2+BQ+C'2:H( E + ):IA.E0+BQD+CZ()+D|_
VA2 4 B2 4 C? VAZ - BZ + (2

d(Po,ﬂ') =

Cwiczenie 5.64.

(a) Obliczy¢ odlegtosé punktu P=(5,—1,6) od plaszcayzny 7 : 3z —4y+ 122 —
12=0.

(b) Obliczy¢ odleglosé punktu P = (3,6, —1) od plaszczyzny w: 2 =1+ s +
2, y=2s—t, z=1 (s,t,€ R).

Cwiczenie 5.65. (odlegtosé plaszczyzn réwnoleglych)
Pokaza¢, ze odleglosé plaszczyzn réwnolegltych 7 i mo o réwnaniach
m: Ar+By+Cz+ D1 =0, my: Az+By+Cz+Dy=0

wyraza sie wzorem:

|D1 — Ds|
VR BLCE
Korzystajac z powyzszego wzoru obliczy¢ odlegloéé plaszczyzn réwnoleglych:
(a)m: 3x+y—2—-2=0, m: 3x4+y—2+3=0;
(b)m: z—y+2:-5=0, m: —2z+2y—42—8=0.

d(ﬂ-la?r?.) .

Cwiczenie 5.66.

(a) Obliczy¢ odlegtos¢ punktu P = (3,4,2) od prostej [ : & = —2+¢, y = 1 +¢,
z2=3-3t (t e R).

(b) Obliczy¢ odleglosé prostych réwnolegtych: I : z = 1 + 3,y =14+,
z2==-3-tlh:x=-1-3s,y=2—-35,2=3+3s (t, s €R).




114 Rozdziat 5. Geometria analityczna w przestrzeni

(c) Obliczy¢ odleglosé¢ prostych skoSnych Iy : ¢ = —1+1¢, y=—1+2t, 2 = 2L,
lb:z=8y=-1+2s,2=2-2s (¢, s€R).

(d) Sprawdzié, ze prosta l: # =1+ 2t, y =—-2—1t, z =1t (t € R) jest réwno-
legta do plaszezyzny w : 2y + 2z — 5 = 0 i nastepnie obliczy¢ ich odleglosc.
(e*) Napisa¢ réwnanie powierzchni walcowej o promieniu 1, ktérej osia jest
prostaz=t,y=t, z=t (t € R).

(f*) Znalez¢é réwnanie powierzchni stozkowej, ktéra zawiera wszystkie osie
uktadu wspotrzednych.

Cwiczenie* 5.67.
(a) Pokazaé, ze odlegloéé punktu P, o wektorze wodzacym 71 od prostej [ o
réwnaniu r = rg + tv (t € R) wyraza sie wzorem:
(r1 — 1) X v|

[v]
(b) Pokazaé, ze odleglosé prostych skosnych ki i k2 o réwnaniach parametrycz-
nych 7 = | + tvy, r = r9 + svy (t,s € R) wyraza si¢ wzorem:

d(kl kg) — |(T1 == 7‘2,’!}1,1}2”

? |’Ul X ‘Ugl

(P, =

Definicja 5.68. (kqty miedzy prostymi i plaszczyznami)
Kaqtem miedzy prostymi nazywamy kat ostry utworzony przez odpowiednio

zwrdcone wektory kierunkowe tych prostych (rys. 5.27). Przyjmujemy, ze kat
miedzy prostymi réwnoleglymi jest rowny (.

(a) (b) h -

v
£2 \
U1 I
B l2 v:2
)
™m

B2

Rys. 5.27. Kat miedzy prostymi: (a) przecinajacymi sie, (b) skosnymi

Kgtem nachylenia prostej | do plaszezyzny 7 nazywamy kat ¢ = 7/2—a, gdzie
a jest katem ostrym miedzy odpowiednio zwréconym wektorem normalnym
n plaszczyzny 7 i wektorem kierunkowym v prostej [ (rys. 5.28). Jezeli prosta
jest réwnolegta do plaszezyzny, to przyjmujemy, ze kat jej nachylenia do tej
plaszczyzny jest réwny 0.

Kqtem miedzy plaszczyznami nazywamy kat ostry miedzy odpowiednio zwré-
conymi wektorami normalnymi tych plaszczyzn (rys. 5.29). Przyjmujemy, ze
kat miedzy plaszczyznami réwnoleglymi jest réwny 0.
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Rys. 5.28. Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny  Rys. 5.29. Kat miedzy plaszczyznami
Uwaga. Zawsze jeden z katéw miedzy parami wektoréw u, v lub —u, v jest
ostry. Cosinus tego kata mozna obliczy¢ ze wzoru

|u o v|
cos @ =

lu] o]

Cwiczenie 5.69. Obliczy¢ katy nachylenia podanych prostych do wskazanych
plaszczyzn:

(@)l:z=14+2t,y=t,2=-2-2t (teR), 7: 2z +y+2=0;

z—2y+z=0
(b) I: {2$+§_z:0: m — plaszczyzna yOz.

Cwiczenie 5.70. Obliczy¢ katy miedzy prostymi:

& = 2t, z= 1-—3s,
(@h: y=1—-t, (teR), lb:y= 2+ s (seR);
= t z=-3

() 1y : 8% —4 — 25 =10, 1o s dr+y—62—2=0,
V" 1z4y—2:=0, "2 \y—82+2=0;

T = t, oy
c)ly: = 2 te]R,i:{ i
() i Z:—t ( ), b2 y=z.

Cwiczenie 5.71. Obliczy¢ katy miedzy plaszczyznami:
(a) m : z—V2+2—-1=0, m: x+x/§yvz+3=0;

z=1+4 s+ 1, r=-1 + 2t,
(b)m:{y=2+s—t, wg:{y: 3s — t, (s,t €R);
z2=3— s+t z= 24 s+
r=2s8+1,
fe) mi: 2=2y, ms: {y:s—t, (s,t € R).
g=g




' Odpowiedzi i wskazowki

1. Liczby zespolone

1.1. Podstawowe definicje i wiasnosci (sir. 9)

1.3.
1.7,

(a) (3,-3), (3+v2,-7); (b) (4,3), (3v2 - 12, -9 — 4v2); (c) —L.
(a) (7,—6); (b) (—11/25,—2/25); (c) (—3,0).

1.2. Posta¢ algebraiczna liczby zespolonej (str. 11)

1.11.
1.13.

1.16.

1.17.
1.19.

(a) 2+ (V2 - V3) §; (b) =3+ 5i; () —11 - 24 (d) 3/5 + 14i/5.

(a) V2 (1 —1), —VZ(1—1); (b) 2+ 3y + iy, y €R; (c)z+1i, xR
(d) —10/20 — 25i/29; () 3 — i, 3+1; (f) 0, 5/2 + 5i/4.

(a) z+Z=(z+iy) + (z —iy) =2z = 2Rez

(b)z—z= (z +iy) — (z — ty) = 2iy = 2iIm 2;

(c) @) =z-y=z+iy=2

(d) Im () = Im (z —iy) = —y = —Im=.

(a) 1/6 — 25i/6; (b) « — i, z € R; (c) V2+14, —V2+1i; (d) 0.

Wsk. Zalozyé, ze i > 0 i uzyskaé sprzecznosc. Postepujac analogicznie
otrzymaé sprzecznosé¢ z warunku 7 < 0.

1.3. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej (str. 1/ )

1.21.

1.23.

1.24.

(a) 1; (b) V10; (c) 1; (d) 13-
(a) 5V5; (b) V/17/13; () 9 (d) V6/3.
(a) (b)

137
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1.25.

1.27.
1.28.

1.29*.

34

Suma kwadratéw diugosci przekatnych réwnolegtoboku jest réwna sumie kwadratéw
dhugosci wszystkich jego bokéw. Wzér podany w zadaniu jest nazywany réwnoscia

réwnolegtoboku.

(a) 0; (b) /2; (c) m; (d) Tm/4; (e) 4m/3; (f) /2 + arc tg(3/4).

(a) J// (b)
T
|

(c) (d)
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1.31. (a) 1 (cos7 +isinw); (b) V2 (cos('.'r/4) + zsm('.rr/4)) (cos(47r/3) - z'sin(4vr/3));
d) \/_(cosarctg(l/?)) +1smarctg(1/3))

e) V17 (cos (21r — arc tg(l/d)) +isin (27r — arc tg(1/4)));

R (Cos (1r —arctg(1/2) ) + sin ('.rr - a.rctg(l/2))).

a) 2v/2 (cos —m/12) + isin(— 1:/12)) (b) —24;

c) 40v/2 (cos (—7m/12) +isin (— 711'/12)); (d)2i=2 (cos(rr/Z) - isin(w/.‘z));

e) \/_(cos(lg-rr/12) - sm(197r/12)) (f) —i=1 (cos(3vr/2) + z'sin(37r/2));

g) (3/2)(1 +14) = (3v'2/2) (cos(wr/4) + isin(r/4)).

a) 32i; (b) 2%%; (¢) —2%; (d) —1/2 +V3i/2; (e) 1; ()* i.

a) cos @ — 3cos psin® tp, (b) 4smcpcos:,a(cos cp—sm <p)'

1.33.

1.34.
1.35.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

c) cos® p — 15 cos” psin go+15t:os cpsul (,a—sm

B R

1.37. (a) suma trzech obszaréw katowych:
3n/12 € argz < Tr/12, 1lw/12 < argz < 15m/12, 197/12 < arg z < 237w/12;

(b) suma czterech obszaréw katowych: 7/16 < argz < 5m/16,
97 /16 < argz < 13w /16, 17n/16 < argz < 217w /16, 25m/16 < argz < 297/186.

® W @ o

1.39. (a) 57/6; (b) 197/12.
1.40. (a) z; (b) —%; (c) z(cosa+ isina); (d) 220 — z; (e) z + 205 (f) kz; (g*) iz.
1.42. (a) modutl liczby zespolonej z; (b) argument liczby zespolonej z;

(¢) liczba zespolona wjz;

(d) suma usz + vz liczb zespolonych odpowiadajacych pradom i;, 7.

1.38.

ok

1.4. Postac¢ wyktadnicza liczby zespolonej (str. 23)
1.44. (a) 4 (b) —1; () 1; (d) —1/2 +#V3/2; (e) cos 1 4+ isin1; (f) cos2 — isin 2.

1.47. (a) (1 — cos2z)/2; (b) (3coszx + cos3x)/4; (c) (cosdw — 4cos 2z + 3)/8;
(d) (cos bz + 5cos3z + 10cos z)/16; (e) (— cos bz + 6 cos 4z — 15 cos 2z + 10)/32;
(f) (c057$+7008 5z + 21 cos 3z + 35 cos ) /64.

1.48. (a) (1/2) [sm(a + B) + sin(o — ,6)]
( ) (1/4) [sin(a + B — ) +sin(a — § +7) —sin(a — f — ) — sin(a + 8 +7)];

(c*) (1/8) [cos(a + B+ v+ ) +cos(a— B+~ +d)+cos(a+ 8 — v+ 6)
+cos(a+ B+ —9d) + cos(a — B —y + §)+cos(a — B+ v — 9)
+cos(a+ fF —y—8)+cos(a— B —v—8)].
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sin [(n + 1)z] cos(nz)

1.49. (a) prge dlaz # kmorazn+ 1 dlaz = kr (k € Z);
sin [(n + l)$/2] sin(nx/2)
(b) Sin(z/2) dla z # 2kw oraz 0 dla o = 2kn (k € Z).
1.51. (a) €™; (b) v2e™4; (c) €72, (d) 26'7/3; (o) VB3et((x/2+arctg(2/7))
1 V3

1.53. (a) 0,1, —5 +i~-, —1/2 —iv3/2; (b) 0, 1; (¢) —1;
(d) suma szesciu pétprostych postaci ¢ = kn/3 (k=0,1,2,3,4,5);
(€) 8i, 4v/3 — 4i, —4v/3 — 4i; (f) 0, 2e'(/O+E/3) (& — 01,2 3,4, 5).
1.5. Pierwiastkowanie liczb zespolonych (str. 25)
1.55. (a) {3+4i,-3—4i}, (b) {(1 +4)/v2, (1 -9)/v2, (—1+i)/V2, (-1-1i)/V2};
() {1—i,—1/2+v3/2+i(1/2+V3/2),-1/2—V3/2+i(1/2—V3/2) };
(d) {\'7% (cos ((arctg5)/3) + isin ((arctg 5)/3)) ,

V26 (cos (27r -+ (a.rctg5)/3) + isin (27r + (arc th)/S)) ;
V26 (cos (47\' + (arc tg5)/3) + isin (47r + (arc tg5)/3))} :

{V3+i,-v3+i,-2i};
{(VB+i) /2, (=1 +iv3) /2, (—V3 —1i) /2, (1 - iV3) /2} ;

1.57.

~—

a

b

St

(
(
(
(

c) {8/2 +iV3/2, V3i, —3/2+1iV/3/2, —3/2 —i/3/2, —V/3i, 3/2 — iv/3/2} ;
d) {1: (l +Z)/\/§, i, (—1 + ?’)/\/5! -1, (—'1 —1)/\/5, —t, (1 - 7‘)/\/5} ;

(e) {1\1.)/@ [cos ((arctg(7/3)+2k7r)/5) + isin ((a.rctg(?/3)+2k7r)/5)] s k= 0,1,2,3,4} 5
1.58. (a)us=—-2—d,v3=—1+14(b)us=2—3¢ v3=—-141;
(¢) us =—wva = 1+i\f3, ws = —z4 = V3414
(%) us =vV3+1i,va=—vV3+i, ws=2i, 24 =1 —,
z=(—1+v3+i(1+V3)) /2 2= (-1—-V3+i(1—V3)) /2
1.59. (a) uz = —3+4i, vs = —3/2 — 2v3 + 2% — 3v/3i/2, ws = 3/2 — 2v3 — 2i — 3V/3i/2,
24 = —U3, 25 = —V3, 26 = —W3;
(b)us =1—4,v3=[(vVB-1) + (1+v3)i] /2, ws=—[(1+V3) + (VB-1)4] /2;
(c) us =14 24, v3 = 2i, wa = —1 + 24;
(d%) ua = —1/2 +4/2, va = —1/2 — i/2, wa = —1/2 — (2 + V3)i/2,
za=—1/24+(24+V3)i/2, z5s = —1/2 — (2 — V3)i/2, 26 = —1/2 + (2 — V/3)i/2.
1.60*%. (a)v=-—u,u€Clubu=0,ve€Clubv=0,uecC;
(b)u:(l,'uGClubv:O,uEClub'uzu/él(i\/'?—.‘i),ueClub'u:
—u/d (z'\/?+3), u € C;
(c)v:—u,u»’EClubu=0,'uGCIub'u:O,ueClub'u:u/?(iﬁ—l).ueC
lub v = —u/2 (iv@-%l),ueﬂ.
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2. Wielomiany

2.1. Podstawowe definicje i wtasnosci (sir. 28)

2.6. (a)suma 5:;3 rozmca —22% —53+2; (b) suma 2m —32°—2+3, résnica 22° — Tz  +32—3;
(c) suma iz* + iz* — 2z — 1 + 5i, réznica —iz® + (2414)2* —22+1—5i.

2.7. (a) —22° +82° — 2 +4; (b) —z® +2° 4+ -2+
(c) 1 —1)2° + (14202 +(3— 2i)z* —z+3i+2.

2.9. (a) iloraz Sx — 822 + 11z — 6, reszta 0; (b) iloraz = 4 3, reszta 0;
(c) iloraz iz* — 2z + 2 — 41, reszta 7+ 71 (d) iloraz 2% + i, resata 0.

2.2. Podstawowe definicje i wiasnosci (sir. 29)

2.12. (a) 15; (b) 6; (c) 4x; (d) 27 (2 — 22° + 8); (e*) 1000z* + 1001z* — 1999z + 1000.

2.15. ()i =2, w1 =3; (b)) =wr =z =—1 (c) v3 =ws = 1.

2.16.* W(z) = az(z — 1)(z —2)...(x — 25) (a € R).

2.18. (a) 1; (b) 3; (¢) 2; (d) 4.

2.21. (a) —1, (b) {1, -3}; (c) brak; (d) {-1,2}.

2.22. Wsk. Pokazaé, ze dla argumentéw nieparzystych wartos¢ wielomianu Jjest liczba nie-
parzysta.

2.24. (a) 1/2; (b) 1/2; () 1/2, —1/3, 1/4; (d) —1/4.

2.25. (A ui=1—-4,nn=1+4(b)us=va= (i —3)/2; (c) us =—-1—1i,v3 =—-1+4+2%
(d) uz = (l 71;)/2, v3 = *i/3.

2.3. Podstawowe definicje i wtasnosci (str. 33)

2.28. (a) (z— (1 —9)/v2) (2 + (1~ i)/V2);

(b) (z+1) (z— (1 +iv3)/2) (= — (1 —1v3)/2); (c) (2 +4)*(z — 9);
@) (2= (1 +)/VE) (2 — (L—)/VE) (= + (1 +)/VE) (2 + (1= )/V2);
(e)( \/37(14@)) (z—i-\/—_l—z') (2 = 1 =i}z 4T+
) (z—1—i)(z—1+i}z+1+4)(2+1—1)
2.30.% (

a) 0; (b) 5/7; (c) —1 £ v6, (3+4V7)/2.
2.33. (a) 144, V3 (b) 1—2, =2, 1; () 2+4, —2+4, —2—; (d) =3 —4, 1 +34, 1 - 3i.
2.34*%. (a) va = —1, w3 =1+ 2z, za=1—2i
(b) us = i, v3 = —6i; ws = —(1/2)v/39 — (5/2)i; za = (1/2)V/39 — (5/2)i.
2.36. (a)a(z”°+2zx+2) (2 — 4z +13) (a # 0); (b) a(z — 1) (w® —2w+5) (a # 0);
(c) alz — 1)} (x — 2) (:r:2 + 1) (m2 -+ 4) (a # 0); (d) ax (:cz — 4z +5)2 (;c2 — 6z + 10)
(a #0).
2.37. (a) (z—2) (352 —i—2:.c+4); (b) (:L“a — 22z +4) (zg -+ 2\/§x+4);
(©) (= D@ +1) (= v2) (2 +V2);
() (z — 1) (2* — 2w cos(2m/5) + 1) (z® — 2@ cos(4m/5) + 1)
gdzie cos(27r/5) = (V5 —1)/4 oraz cos(dr/5) = —(1 + V5) /4
(e) (:r 7m+l) (.'c —{—J:Jrl) (f) (.T 73m+3) (;n +3) (.7; +3:L'+3).
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2.4. Podstawowe definicje i wtasnosci (str. 37)

2.40.

2.44.

2.45.

2.46.

2.47.

Az +5 5 o (-1—3i)z +4+i
(a) 2 — 2+ 2_|_2,(b)a: + 3_'_1,((:)12: —itz+ 142+ - .
A B C D A B C D
(a)?+}_§+z+i+(z+i)2’(b}z—2+z+2+272i+z+21"
@A, B, ©C ., D
YT rr1 (z+1)2 " (2+41)%
A B (&) D E F G
(d) =+ = + <o - + + -+ .
z  z+i z—1  z4++/2i (z_|_\/§z')2 z— /2 (z—\/g’i)z
1 1 1 4—1 1 1
a = =il ; = (g = .
()z+3z z—3i ( )z+a (z+14)? ()2\/?_,(2—\/5-{-;') 2\/§(z+\/§+z')
(d) 1 . 1 4 1 n 1
2(z+2) 2(2—-2) 2z-2)  2(z+2)
(a)éJr 2 + 2 + -2 '(b)é+i+i‘
z z+1 (z4+1)2 (z4+1)3 z z-1 (z4+1)
A B Cz+D Ez+F
© e te3t 23 T @
d) Am+B+C'3:+D Ex+ F G;t:+H_(e} A Br+C
2+l 2?+4 (2244 (2244)% " z+3 224z 4+l
(f) A s B % C 4 D +ECL’+F Gr+ H
-2 (z-22 z+2 (z+2)®  2°+3  (z2+3)%
2 1 2 1 1 1 1 1 2
(a);+a:_27z—1+(m—1)2’(b)w+1_:t:2+:z:+l’(c);_x+1+$—1’
L 1 m+4

(d)

(e) -

(f) to jest utamek prosty.

(x+3)2 =2 z+3 “3z+9’

3. Macierze i wyznaczniki

3.2. Dziatania na macierzach (str. /4)

3.7.

3.9.

3.11.

3.13.

3.14.

3.15.

[1o086 _[1-40] [ 144 [1-5
@arn=[} 98] 4-5=]} 119],(b),4+3[1+5] i B_[M].

[ : ) 3 -6 18
1+i 0 5-i 5-5i]
@) | 9 9 o0 3-8 -2 ]»(b){ 6 —9 9].

L —12 0-3
(7 20 6 2/9 —7/18 —1/3
(a) | 6 51 —13};(") [-1?3 /-1 159]'
[ —1 3

[ 15 ], 711, 34+10i 1145
@ | _jg ] b | 3 5[s( [16—13%’ o 153']'
- |13 23

3609
AB=[10], BA= |246|.
(123

z=1lp—gq+r,y=—1lp+5¢+6r, z=6p+29+5r, t = —2p+ 2¢q + 3r.
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11
3.16. (a) [0 1};ﬂﬂ [:ig];(@

21

a b
(1-a)/4 (2-6)/4} @ |2 50) @cem
(3+a)/2 (b—2)/2

() [1 5/2:|’ [1 '5/2]; (f) nie ma takiej macierzy.

0 1 0 -1
52 47 57
3.17. AB= 1982 T51. (o) 03; (b) 288 () 2 (d) 3.
67 61 74
1 0] V32 —1/2]. v3rz 12 [V3/2 172
%18 4R [0 1]’ ) [ 1/2 ﬁ/z]’ (d) [—1/2 \/37/2]’ [ 1/2 —v3/2 |’

01 01

011
3.21. (a) A= ,B= i (b), () A=B = Sd)A={001].
) [34] [12]()() [00]() [000]

001 000
3.25. (a)A’= (000, A%=A"=|000]|;
000 000
123 136 1410
byA*=|012],4%=|013]|,4%*=[01 4
001 001 00 1
gn—1 () gn-1 [?[1]] dlan=2k—1,
3.26. (a) A"=3""'4;,b)A"=| 0 1 0 [;(c)A"=
271—1021’1.—1 1.0
01 dlan =2k
r011117
10100
3.27.% (a) A= [11010];(c)n=4; (d) 11
10100
(10000
. _-pll—pl', Poq . . .
3.28. (a')P__p2 1p2__[p2 & ],gdmeqll P1, g2 =1 — pa;
3 ¢
b) P2 = P1+pP21 pigi+ qugz | T
(®) [pszrpzqz ma+a | © 13
1 3 100
3.30. (a)A"=|-2 5[;(b)BT=[1-2i -32+i];(c)C"=|210].
- 321

3.33. (a), (b) symetryczne; (c) antysymetryczna; (d) nie jest symetryczna ani antysyme-
tryczna.
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3.34.

(a) Z wlasnosci transpozycji macierzy wynikaja réwnosci (A + AT)T = AT+(AT)T =
AT+ A= A+ A" Zatem macierz A+ AT jest symetryczna. Podobnie (A - AT)T =
AT - (AT)T =AT _A=— (A— A"), wiec macierz A — A7 jest antysymetryczna.
(b) Mamy (A47)" = (A7)" A" = AAT oraz (ATA)" = AT (AT)" = AT A, wiec
macierze AAT i AT A sy symetryczne.

(c) Macierz B = % (A + AT) jest symetryczna, zas macierz C = L (A - AT) anty-

2
symetryczna. Ponadto A = B + C. Gdyby istnialy macierze B; symetryczna i C

antysymetryczna takie, ze A = By + Cy, to mieliby$my
B+C=B1+C = B-Bi=C-C= (B-B)" =(C:-0O)"
= B - B; =—(C1 70}:(/‘1 —C:‘,’Q(Cl—C) =0
= (1 —C:@:}>B]_—B=@:>B1 =RBi1Cr =k
Przedstawienie jest zatem jednoznaczne.

3.3. Definicja indukcyjna wyznacznika (str. 51)

3.37.
3.38.
3.39.
3.40.
3.41.

3.43.
3.45.
3.46.

3.47.
3.48.

(a) 27; (b) —14; (c) 0; (d) —120.

(a) —29; (b) 5+ 213; (c) 15; (d) —2 + 2i.

(a) 11; (b) 27/2.

(a) 14, (b) 23/6.

Fakt, ze wyznacznik nie zalezy od parametru

p mozna interpretowaé nastepujaco. Dwa tréj-

katy maja wierzchotki na paraboli y = 22, Je-

zeli rzuty wierzchotkow obu tréjkatéw na os

Oz sa przystajace (jako zbiory 3-elementowe),

to ich pola sa jednakowe.

(a) 3i; (b) 10; (c) 59.

(a) 11 — 164; (b) 201; (c) 130.

Dowéd przeprowadzimy dla macierzy tréjkatnej gérnej stopnia n > 2 metoda induk-
cji matematycznej. Przy przeksztalcaniu wyznacznikéw bedziemy stosowaé rozwinie-
cia Laplace’a wzgledem pierwszych kolumn. Dla n = 2 mamy

11 a2

0 ax | a11(—1)1+lazz +0- (_1)2-0—1&12 = a1 - azz.

Zalézmy teraz, ze wzor zachodzi dla macierzy trojkatnych gornych stopnia n—1. Uza-
sadnimy jego prawdziwos¢ dla macierzy tréjkatnej gérnej [ai;] stopnia n. Mamy

ai1 @12 ... Qin
az2 ... a2n
0 azz ... @2n
. _1)1+1 & B zal.
. = an( e | ma
: 0 ... ann
0 0 Grins
= an(a2-... Gun) =ai1 -a22-...- Gun.

(a) 6; (b) —30 — 30i.
(a) —30; (b) —24; (c*) (—=1)["/2p1.
(8) (—1)* 13, Gan 1. .bing; (b) m+ 1.
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3.4. Inne definicje wyznacznika* (str. 56)

3.50. Permutacje 2-elementowe: (1 2), (2 1);
3-elementowe (123), (132), (213), (231), (312), (321),
4-elementowe (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432),
(2134), (2143), (2314), (2341), (2413), (2431), (3124),
(3142), (3214), (3241), (3412), (3421), (4123), (4132),
(4213), (4231), (4312), (4321).

3.52. (a) brak inwersji, sgnp = 1;

(b) 9 inwersji, sgnp = —1, {6,1}, {6,5}, {6,2}, {6,4}, {6,3}, {5,2}, {5,4}, {5.3},

%3)’ ?1}2 inwersji, sgnp = 1, {3,2}, {5,4}, {5,2}, {7.6}, {7,4}, {7,2}, (8,6}, {8,4},

{8,2}, {6,4}, {6,2}, {4,2}.

3.54. (a) —720; (b) —30; (c) 13.

a1 a2

3.55. |e11] = a1, Gai Bon

= 11022 — Q12021,

@11 @iz G413
21 G2z A23
@31 Q32 Q33

=a11022033+@12023031 +013021032 — Q13022031 — 0110223032 — 2120210233

3.5. Wiasnosci wyznacznikéw (str. 57)

3.57. (a) 6; (b) 11-3%; (c) (a—b)(b—c)(c — d)d; (d) 7-3"; (e) —15486; (f) 4478 916.

561 =] =T 1
3.58. (3T74|4+|-3 24]|.
215 1 15

3.59.* 1dlan=1oraz 0dlan > 2.

3.60.* (a) Wsk. Rozwazyé wyznacznik ztozony z reszt z dzielenia wyrzaéw danego wyznacz-
nika przez 3.
(b) Wsk. Od wiersza drugiego, trzeciego i kolejnych, odjaé¢ wiersz pierwszy.

01 10 0 -1
3.62. (a) —81; (b) 156; (c) —65; (d) —90; (e) 0. (*) 446.

3.64. (a) 2"; (b) —36; (c) 1/64, —48; (d) 250; (e) 6.

3.67.% (a) 70; (b) 10iz® — 20iz* + 10iz — 204; (c) 2!3...(n — 1)L.

3.61. Wzdr nie zachodzi np. dla macierzy: A = [1 O], B=C= [0 1],D: [_1 0].

3.6. Macierz odwrotna (sir. 65)

3.69. (a), (e) macierze odwrotne nie istnieja;, (b) B~' = 1/3 o i s () Ot = [ o 1} :

1
i~i 0 1/2 1/2 -1/6
(d)D'l=[ 1 01};(E)F_1:{ 0 1 0].

-1 1 1 0 -1 1/3

3.70. (a) A™' = (1/10)4; (b) A" = (1/4)A.
3.71.% (a) —(1/4)A% — (3/4)A — (1/2)1.
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; 1 -1 4
3.77. (a) F 310 _1/10]; (b) [( 34 (1+z)/4}; (c) l:(] 1/2 —1/2J;
0 0 1

| -1/ 2/5 i—1)/4  1/2
r 0 0 v 0 1/n
2 20 0 00 ...1/(n—1) 0
(d) 3_(1) (l)_g P () (/A (%) |0 : - , .
0 0-1 6 01/2 ... 0
) 10 0

0
0
3.78 2 =231, 1-=21. =3Z O] ;. 1. B
.78. (a) 0 ] i (b) 0 i (e 45 9 u(d) g_g

1
2 0 2 4-8 8y
(e) [cly }];(g) [10 0 6] ; (h) [ 1 6}.

14 -2 12
3.80. (a)C'B'AY
(b) Mamy AB = BA. Stad (AB) ' = (BA) ' idalej B~'A ' = A 'B~ .
(d) 128; (e*) pierwsza kolumna macierzy odwrotnej zmniejszy sie 2-krotnie;
(f*) w macierzy odwrotnej zamienia sie odpowiednie kolumny, a ponadto zmieni sie
znak przed macierza.

2 -1/2 1/6
3.81. (a) [‘; %g};(b) [0 /2 Zl}

0
0|;
3

0 0 4
3.82. (a) 1/8; (b) 1/2; (c) 4.

S i & § 54321
1-4-3 = 418642
2/11 —5/11] = 1] 1-2 1 1 1
3.84, (a)[l,n 3/11],&)[_% ; 3},(‘:)5 11 1@ |3e9es
1 1 1-2 12345

3.7. Algorytm Gaussa — Jordana (str. 71)

3.85. (a) w3 + wa, wa — 2ws — 5wy, wr — 4wy + 3ws;
(b) w3 — 2w, Wy + Wa, Wy — 2wz, w3 + wa, wa + 3wz — 4wy, wy — 2we — 3wz — wyq;
(€) wi : 2, wa — 2w1, ws + w1, wa — 3w, wy : 3, wa + 2w, w3 ——wy, w3 : 2, wy : 5,
w3 — 2wy, wa + w3 — 2wa, wy — 3w + ws — 2wy.

211 L1

7-6 2 B e 1-1 0 0 0

3.86. (a) |3 3-1[;00) [ o 1 2[i@ | 1 0-1 0 o
2 -2 1 O 1 0 0-1 0

100 0-1

4. Uktady réwnan liniowych

4.1. Podstawowe okreélenia (str. 73)

1-10 T 0
4.2, (a)[() 11:|[y]_l2];
0 01 z 5
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1
® |7
1

OO W

— o N W

oD=HOO

wo oo

E €8
|

T o=

t—1~1 O 0
@ |1 2 2-1 0
1 2 8 0

2 e R

43. (a)z=0,y=-1,z=4;(b)

4.2. Uktady Cramera (str. 74)
4.7. (d)z=-3,y=1L(b)zx=-1,y=—-1/3, 2= —5/3;
(c)x=0,y=28/13,z=0, ¢t = —2/13.
4.8. Mnozymy lewostronnie réowno$é AX = B przez macierz A~ '. Korzystajac teraz z
tacznoéci mnozenia macierzy mamy A~ ' (AX) = ( IA) X = IX X=A"'B.
(a) z=41/17, y=1/1T; (b) z=-14, y=4,2=0; (¢} 2=0,y=3, 2= 2,t = 5.
4.9. [zyz]=[4-1-1].
4.10. (b*) Wsk. Wykorzysta¢ wyznacznik Vandermonde’a;
4.11. (a) W(z) = 1+ (1/6)z — (1/2)z* + (1/3)z%; (b) W(z) = 2° — 3z — 1;
() A=1,B=0,0=0,D=1; (d) 2=2z— 3y +5.
4.12.* (a) a=1,8=1/2,v=—1; )
(b) i) (1/3)n® + (1/2)n” + (1/6)n, ii) (1/4)n" + (1/2)n° + (1/4)n?,
iii) (1/5)n° + (1/2)n* + (1/3)n° — (1/30)n.
(c) a=1/6,b=2/3,c=1/6; (d) cos' z = 3/8 + (1/4) cos 2 + (1/16) cos 4z.
Uwaga. Wyznaczenie wspolezynnikéw a, 3, v w éwiczeniu (a), wspétezynnikéw ag,aq,
.. ag1 W ¢wiczeniu (b) ani wspdtezynnikéw a, b, ¢ w éwiczeniu (c) nie oznacza jesz-
cze, ze udowodniono te wzory (dlaczego?).

4.3. Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera—Capellego (str. 77)
4.15. (a) 3,3,—3; (b) 0,0,0,0.
4.17. (a) 2; (b) 2; (¢) 3.

422 (a)2 (b) 3 (c) 2
4.23. (a)p#3,1zA=3,p=3,12A=2;(b)p#0,12A=3,p=0rz4 =2,
4.26. (a) nieskonczenie wiele ro&wu;zan 2 parametry; (b) uklad jest sprzeczny;

(
(¢) nieskonczenie wiele rozwigzan, 1 parametr; (d) jedno rozwigzanie.

4.27. (a)dlap 7& —11ip # 4 uklad ma jedno rozwigzanie, dla p = —1 nieskonczenie wiele
rozwigzan, dla p = 4 jest sprzeczny;
(b) dla p # —5 i p # 3 uklad ma jedno rozwiazanie, dla p = —5 jest sprzeczny, dla
p = 3 ma nieskoliczenie wiele rozwigzan;
(c) dla p # 14 uktad jest sprzeczny, dla p = 14 ma nieskoriczenie wiele rozwiazaii;
(

d) dla p # 9 uktad jest sprzeczny, dla p = 9 ma jedno rozwiazanie.
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4.4. Metody rozwigzywania uktadéw Cramera (sir. 80)

4.28. (a) z=15/11, y = —21/22; (b) z = 17/5, y = 12/5, z = 2/5;
()5 =5, y=—1, z= 3,
dzx=3,9y=22=0,t=3;(e)z=1,y=0,2=1,t=0, u=1.

429. (a)z=1,y=-2,2=1;(b)e=—-1,y=0,2=1,1t=2.

4.5. Metody rozwigzywania dowolnych uktadéw (sir. 82)
4.33. (a)xz=-5,y=z=1;(b)a=11-5t— 2y, z=—-4+42¢t (y,t € R);
(c) uktad jest sprzecany; (d) = —4—2y —t, 2 ="7/2+t, u=1/2 (y,t € R).

4.34. (a)y=-2-2+25=5+2z—2,t=-2—3z 2z (z,z € R);
(b)x=2+T7y,2=1-8y,s=3—6y,t=3+5y (y €R).

4.35. (a)z=1,y=1,z=1+t(tcR);
(b)y=Tx-3t—1,2=8-27x + 7t (z,t €R).

T =0

y+ 2=0, e =1
4.36. (a) _2yt2§fg, (b) Z4+2— u=—1,
W 1 o T A =
z = 1, T+Yy-—=z =0,
T+ y+ z+ t=1,
(c){ —o (d) y+z= 3, (ef)q z—y —3 =0,
3$+3y+32+3t721 _y—zzf:}; 2T —z—1t=0.

1 1
4.37. (a)y= §:r.'2 =5

4.38.* Odcinki a, b, ¢, d, e, A byly patrolowane odpowiednio (a) 4, 3, 5, 8, 10, 1 razy;
(b) 7,7, 10, 12, 17, 0 razy. Po zmianie kierunku ruchu (a) sytuacja jest niemozliwa,
(b) 15, 11, 14, 12, 17, 4 razy.

4.39. Zestawow A, B, C, D bylo odpowiednio 10, 15, 13, 12.

z+2; (b)a=b=c=0; (c¢*) a1 = a2 = a3 = a4 = 0.

4.6. Wartosci wtasne i wektory wtasne (str. 87)

4.41. (a) > = A—T; (b) A2 43— 2i; (c) —A* +6A2 — 11\ +6.

a.42. (@) 2w, (5)5 00 © w0 @) T, ().

4.44. (a) M =1, v1 = (z,—x) (z € R\ {0}), A2 =5, v2 = (3z,7) (z € R\ {0});
(b) brak rzeczywistych wartodci wlasnych; (¢) A1 =1, v = (z,y) z,y € R\ {0});
(d) Ay =4, v1 = (2,0,0) (z € R\ {0}), A2 = —1, v2 = (22, —52,0) (z € R\ {0}),
Az =1, v3 = (—8x,3z,6x) (zx € R\ {0});
(E) AL =0,v = (—2.’1’:—31},%,]]) (z,y € R\{O})v Az =6, v2 = (z,7,7) (2‘ € R\{O})a
(f} A=0,v=(-3z+4z,z,y, z), (z,y,2 € R\ {0})

4.45. (a) =1, v = (2,0) (x € C\ {0}), A2 = -3, v1 = (z,—2x) (z € C\ {0});
(b) =1, v1 =(z,2) (z € C\{0}), A2 =-1, 1 = (=, —z) (z € C\ {0});
(c) dla A1 = (3 —iv11)/2 v1 = (1 — iVIL)z,2z) (z € C\ {0}), Az = A1, v2 = By
(d) Adr =4, v = ((20 — 1)z, 2z) (x € C\{0}), A2 =1 — i, v2 = (0,z) (z € C\ {0});
(e) Ax = 1, v1 = (0,2z,2) (z € C\{0}), A2 = 4, va = ((1+0)z,(1+ i)z, —x)
(z € C\ {0}),
Az = —i, v3 = ((i — 1)z, (i — 1)z, 2)} (z € C\ {0});
(f) M =1, 01 = (2,0,0,0) (z € C\ {0}), A2 = 2, v2 = (7x,22,2,0) (z € C\ {0}).
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5. Geometria analityczna w przestrzeni

5.1. Wektory (str. 90)
5.6. (a)(1/2)(a+b), (1/2)(a—1b).
5.10. (a) 5; (b) 6; (c) V/58.

5.12. (a) (0,4,1); (b) (3,6, ~9); (¢) (0,6, —3); (d*) 5, przy zatozeniu, ze wszystkie wierz-
chotki kwadratu leza po jednej stronie plaszczyzny.

5.2. lloczyn skalarny (str. 96)
5.15. (a) 1; (b) —5.

5.16. (a) 7/2; (b) 7/3.

5.18. (a) 13; (b) V41

(c*) wektory p, g, T s niewspolplaszezyznowe oraz spelniaja warunki: |p| = |[g—7|,

lg|=Ip—rl Irl=Ip—4al;
(d*) nie istnieje.

5.19. (a) 7/3; (b*) arccos(V3/3).
5.20. (a) wy = (4/v29, 2/V29, 3/v29), wy = —wi;
(b} i = (1/2,1/(2\/5), \/2%) es = (1/2, 1/(2v/3), ;\/ﬂi).
5.22. S —(0,0,0), S = (600/361, 360/361, 900/361).
5.23%. Wsk. Najkrotsza droga jest lukieﬂoimelkiego Ziemi. Zatem d = R arccos o, gdzie

@ jest katem miedzy wektorami OP;, OP,, zasé O oznacza érodek Ziemi.

5.2. lloczyn wektorowy (str. 98)
5.27. (a) (—6,7,—4); (b) (—18,18,9).
5.28. Wsk. W przestrzeni pole réwnolegloboku S rozpigtego na wektorach u, v wyraza

2

sie wzorem pole (S) = ]u % 'vl. 7Za$ pole trojkata rozpigtego na tych wektorach jest
potowg pola réwnolegloboku.

(a) V374; (b) 5V6/2; (c) v2; (d) 4(VIa+V11).
5.30. (a) (11,—11,11); (b) (=6, —-20,~8).
5.33.* Wsk. Wykorzystaé iloczyn wektorowy.

5.4. lloczyn mieszany (str. 101)
5.35. (a) 2; (b) 10.
5.37. (a) —10; (b) 30.

5.38. (a) 14; (b) 5/6. Wsk. Objetosé czworoscianu rozpigtego na trzech wektorach jest
rowna 1/6 objetoscei rownoleglodeianu rozpigtego na tych wektorach.

5.39. 2/V13.
5.43. (a) nie; (b) tak.
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5.5. Réwnania ptaszczyzn (sir. 104)
5.45. (a)2r—3y+2+4+8=0;(b)z —y+4z—15=0.
547. (a)x—-3=0;(b)2x+2=0; (¢)p=—-2,¢=—1.

5.49. (a) (z,9,2) = s(1,2,3) +t(0,—1,2) (s,t € R); (b) P = (-28/5,0,0);
(¢) (z,94,2) = (0,0,3) + (1,0, —1) + £(0,1,2) (s,t € R); (d) m: Tz +4y—2z—19=0.

5.50. Roéwnanie zapisane w tezie ma postaé¢ £Diy + yDiz + 2D13 + Dig = 0, gdzie D,
dla j = 1,2,3,4 oznaczaja dopelnienia algebraiczne kolejnych elementéw pierw-
szego wiersza wyznacznika. Jest to postaé ogolna réwnania plaszezyzny. Wspotrzedne
punktéw Pp, Pa, P3 spelniaja to rownanie, bo w odpowiednich wyznacznikach poja-
wiaja sie dwa identyczne wiersze. Do taki(ﬂ:})staci r(‘l\ﬁ?nia plaszczyzny prowadzi

tez nastgpujace rozumowanie. Niech u = P1 P,, v = P; P; Dla wektora normalnego
n = u X v plaszezyzny m oraz wektoréw wodzacych r1 i r = (x,y, z) odpowiednio
punktéw Py i P z plaszczyzny otrzymujemy ciag réwnowaznosci
(r—m)ln<< (r—-r)o(uxv)=0<+<= (r—r1,u,v)=0
A T |
T—T1 Y—Yi z—Uus
N 1 Y1 21 1 .
= (-T2 a2—n =0~ o ya s 1 =0,

I3 —T1 Y3 — Y1 23 — 21 T3 ys 23 1
przy czym ostatnia réownosé wynika z wlasnosci wyznacznikow.
(a) 122+ Ty — 3z — 1 = 0; (b) nie.

5.51. Poniewaz punkty (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c) spelniaja réwnanie ogdlne plaszczyzny
z/a+y/b+ z/c— 1 =0, wiec jest to réwnanie szukanej ptaszczyzny.
(a) z/6+y/(—2)+z/4=1;(b)z+y+2—4=0; (c) 6

5.6. Réwnania prostej (str. 107)

5.53. (a) (m,y,z) = (_11023)+t(217115) (t ER);
(b) (mv y:z) = (L 213) + t(lror 71) (t = R)s
(C) v= (3! 4! _6)7 np. (13 —2, 3): (41 21 _3)1 (_2! _67 g)!
(d) InzOy = {(—9,-22,0)}, INx0z = {(2,0,11/2)}, INyOz = {(0, —4,9/2) };
(e) tak, (3,-3,3).

5.54. (z,y,z) = (—v,v,v), gdzie v € R. Prostych jest nieskoniczenie wiele, bo tyle mozna
wybraé ptaszczyzn zawierajgcych jedng z prostych.
Wsk. Rozwazyc plaszczyzng zawierajaca jedna z tych prostych. Wtedy pozostale
proste maja punkty wspélne z ta plaszczyzna. Nastepnie przez te punkty poprowadzié
prosta.

5.55. (a) 10 s; (b) nie; (c) (2,3,1).

3r+y=3,

5.57. (a)z=2t,y=5-5t,2=1+2t (t € R); (b) Sy x 7

(c) (~3/2,0,-5/2); (d) ~15; (€) —1/2.

5.7. Wzajemne pofozenie punktéw, prostych i ptaszczyzn (sir. 110)

5.59. (a) (10/7, —17/14, —19/14); (b) (—9/11, 9/11, 27/11); (c) (7/2, —11/2, —=2);
(d) (_1: 7>_2)-

5.61. (a) P'=(2,-7,14); (b) P’ = (—4,-5,4); (c) P’ = (—4,-3,6).
5.64. (a) 79/13; (b) 4/3/10.
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5.65. Niech Py = (u1,u2,us) bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny m:. Wspdlrzedne tego
punktu spetniaja réwnanie Aui + Bua + Cus + D1 = 0. Odlegloéé¢ miedzy plaszezy-
znami jest rowna odleghodci punktu P od plaszezyzny 2. Zatem

d:|Au1+Bu2+CU3+D2|= |-D1+Da|  _ | Dy — Da|
VAZ + B2 4 C? VAT+ B2+ C2 AT+ BIZ+C?

() 5/VIT; (b) 3v6/2.
5.66. (a) 2V6; (b) V30; () 2//5; (d) 9V3/4;
(e*) 22 4yi 2’ —xy—yzr—zz=3/2; (ff) zy+yz+22=0.
5.69. (a) arcsin 1/v/6; (b) arcsin 1/V/35.
5.70. (a) arccos 7/v/60; (b) arccos 19/(13v3); (c) arccos v2/3.
5.71. (a) w/3; (b) arccos 1/v/7; (c) arccos 1/4/30.

6. Krzywe stozkowe

6.1. Podstawowe definicje i wtasnosci (sir. 116)

6.3. Wsk. Wykorzystaé jednoktadnosé w przestrzeni wzgledem wierzchotka stozka.
6.4. (a) okrag; (b) okrag, clipsg lub dwie proste réwnolegte.

6.5. (a) brzeg oéwietlonego fragmentu biurka moze by¢ kazda z krzywych stozkowych;
(b) brzeg cienia pitki moze by¢ okregiem lub elipsy.

6.2. Okrag (str. 118)

6.8. (a) (z—1)%+ (y+2)*=53; (b) Po=(1,-3), 7 =V10;
() (z —4)* + (y — 3)* = 25; (d) (z — 8/3)" +y” = 85/9;
() (x+ 12+ (y+2)7° = 2, ) (-’ +@w-7r)7°= r?, gdzie r = 13 — 4y/5 lub
r =13+ 4v/5.

6.10. (a) —3z + 4y = 25; (b) y = 5+/5/19(z — 12) lub y = —54/5/19(z — 12);
(c) y=2z+5V2 lub y = z — 5v/2; (d) y =2z + 5v5 lub y = 2z — 5V/5.

6.3. Elipsa (str. 120)

6.12. Wsk. Rozwazyé przypadek, gdy punkt P jest konicem:
(a) duzej osi elipsy; (b) malej osi elipsy.

6.13. Wsk. Wykorzystaé fakt, ze proste styczne poprowadzone do sfery z punktu potozo-
nego poza nia maja jednakowe dtugosci.

6.15. (a) 22/25+92/9=1; (b) Fi = (4,—1), Fz = (10,—1); (c) 2a =4, 2b =25 = (2,0);
(d) C=1/97 (135+132v/3,40— 198v/3) lub C=1/97 (135—132/3,40+198/3);
(e) Wsk. Przy rzutowaniu odcinki réwnolegle do wspélnej krawedzi plaszczyzn nie
zmieniaja dtugosci, a odcinki prostopadie sg skracane w stalym stosunku;
() y—1=—(4/9)(x - 1).

6.17. (a) 2z — 5y = V2; (b) y = (1/4)(z — 5), y = —(1/4)(z — 5); (d) Wsk. Styczna elipsy
w punkcie €' powinna by¢ réwnolegta do odcinka AB. €' = (—2, ,\/g); (e*) v22;

(f*) Wsk. Wyrazi¢ wspélrzedne punktéw A, B i nastgpnie C' w zaleznodci od kata
nachylenia odcinka AB.
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6.4. Hiperbola (str. 123)
6.19. Wsk. Rozwazy¢ przypadek, gdy punkt P jest wierzchotkiem hiperboli.

6.23. (a) 2°/4—y*/21 = 1; (b) Fi = (—4V10, 0), F» = (4v/10,0); (c) %2 - y; =1;

(d) Wsk. y = by/2? — a2 lub y = —by/22 — a2,
(e) a =4, Fy = (—4,-4), F> = (4,4); () =/3.

6.25. (a) 4z — 3+/3y = 6; (b) y=—z +2V5 lub y — z — 2V/5;
(c) y = VB3z +v2/2 lub y = 3z — V2/2.

6.5. Parabola (str. 128)

6.29. (a) y® = —12z; (b) y* = z/2; (¢) = 11/4, F = (0,13/4);
(d) (3+2v14/3,2 + V14), (3—2v14/3,2 - V14).

6.31. (a)z+2y=2 (b)y=-2x+1); (c) y=+/3/2(z+1) luby= —4/3/2(z + 1);
(d) (1/2,-1/4).

6.32. (a)y=3+ /16— (z+2)2, z € [-6,2]; (b) y = —2v/9—22/3, x € [-3,3];
()z=—y* +64/4, yeR; (d) x=5+/2B—y, y € (—o0,25].
6.33. (a) dolna potowa paraboli; (b) gérny potokrag; (c) dolna potelipsa;

(d) gora gataz hiperboli; (e) dolne czeéci obu galezi hiperboli;
(f) gérna potowa paraboli.
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algorytm
Gaussa, 62
Gaussa — Jordana, 71
argument
gléwny liczby zespolonej, 17
iloczynu, 22
ilorazu, 22

liczby przeciwnej, 19
liczby zespolonej, 17
odwrotnosci, 19
potegi, 22
sprzezenia, 19
asymptoty hiperboli, 126

Bézout twierdzenie, 30
bezwyznacznikowy schemat
znajdowania macierzy odwrotnej, 70

Cauchy’ego twierdzenie, 63
Cayley’a — Hamiltona twierdzenie, 89
Cramera
uktad, 74
wzor, T4
czesé
rzeczywista liczby zespolonej, 12
urojona liczby zespolonej, 12

de Moivre'a wzoér, 20

dopelnienie algebraiczne, 54

dlugosé wektora, 94

dzialania na liczbach zespolonych, 24

element neutralny
dodawania, 10
mnozenia, 10

elipsa, 117, 120, 132

Eulera wzory, 23

Falka schemat, 45
funkcja wymierna, 37
whasciwa, 37
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gataz hiperboli, 124

Gaussa
— Jordana metoda eliminacji, 80, 83
algorytm, 62

gléwna przekatna, 42

hiperbola, 117, 123, 135
réwnoosiowa, 126

iloczyn
liczb zespolonych, 9
macierzy, 45
przez liczbe, 44
mieszany, 101
skalarny, 96
wektorowy, 99
wielomianow, 29
iloraz liczb zespolonych, 11
interpretacja geometryczna
iloezynu mieszanego, 102
wyznacznikow
drugiego stopnia, 52
trzeciego stopnia, 53
zbioru pierwiastkow, 26
inwersja permutacji, 56

jednostka urojona, 11
Jordana — Gaussa algorytm, 71

kat
miedzy
plaszczyznami, 114
prostymi, 114
nachylenia prostej do ptaszczyzny, 114
kierownica paraboli, 128
kolumna
niewiadomych, 73
wyrazoéw wolnych, 73
Kroneckera — Capellego twierdzenie, 79
krzywa stozkowa, 116

Laplace’a rozwiniecie, 54
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liczba
algebraiczna, 31
przestepna, 32
zespolona, 9

macierz
antysymetryczna, 50
blokowa, 43
diagonalna, 42
dopelnien algebraicznych, 54
glowna, 73
jednostkowa, 42
kwadratowa, 41
nieosobliwa, 66
odwrotna, 65
osobliwa, 66
rzeczywista, 40
schodkowa, 78
symetryczna, 50
trojkatna
dolna, 42
goérna, 42
transponowana, 49
zerowa, 41
zespolona, 40
metoda
eliminacji Gaussa — Jordana, 80, 83
kolumn jednostkowych, 81, 85
macierzy odwrotnej, 75
mimosréd
elipsy, 120
hiperboli, 124
minor macierzy, 77
modut liczby zespolonej, 14

odlegtosé
plaszezyzn réwnoleglych, 112, 113
prostych
réwnolegltych, 112
skosnych, 112
punktu
od ptaszczyzny, 111, 113
od prostej, 111
ognisko
elipsy, 120
hiperboli, 124
paraboli, 128
ogniskowa
elipsy, 120
hiperboli, 124
okrag, 117, 118, 130
operacja elementarna, 59
orientacja tréjki wektorow, 98

0s
mata, 120
obrotu, 116
rzeczywista, 12
rzeczywista hiperboli, 124
urojona, 12
urojona hiperboli, 126
wielka, 120

para uporzadkowana, 9
parabola, 117, 128, 133
parametr paraboli, 128
permutacja, 56
pierwiastek
tréjmianu kwadratowego, 33
wielokrotny wielomianu, 31
wielomianu, 29
z liczby zespolonej, 25
zespolony wielomianu, 35
podzielno$é¢ wielomianéw, 29
postaé
algebraiczna liczby zespolonej, 12
trygonometryczna liczby zespolonej,
19
wyktadnicza liczby zespolonej, 24
powtoka, 116
promien okregu, 118
punkt podziatu odcinka, 94

reguta Sarrusa, 52
rozwiazanie
trywialne, 74
uktadu réwnan, 73
rozwiniecie Laplace’a, 54
rownanie
charakterystyczne macierzy, 87
elipsy, 121
hiperboli, 124
okregu, 118
plaszczyzny
normalne, 104
odcinkowe, 107
ogdlne, 105
parametryczne, 105
przechodzacej przez trzy punkty,
106
paraboli, 128
prostej
krawedziowe, 109
parametryczne, 107
stycznej
elipsy, 123
hiperboli, 127
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okregu, 119 lewoskretny, 99
paraboli, 129 niejednorodny, 74

roznica nieoznaczony, 73

liczb zespolonych, 11
macierzy, 44
wielomianow, 29

rzad macierzy, 77
schodkowej, 78

rzut prostokatny punktu na
plaszczyzne, 110
prosta, 110

Sarrusa reguta, 52

schemat Falka, 45

sprzezenie liczby zespolonej, 13

stozek, 116

stozkowe, 116

suma
liczb zespolonych, 9
macierzy, 44
wektorow, 91
wielomianow, 29

symbol e, 23

symetria wzgledem
plaszczyzny, 111
prostej, 111
punktu, 111

slad macierzy, 88
srodek
elipsy, 120
hiperboli, 124
okregu, 118

transpozycja macierzy, 49
twierdzenie
Bézout, 30
Cauchy’ego, 63
Cayley’a — Hamiltona, 89
Kroneckera — Capellego, 79
o pierwiastkach
caltkowitych wielomianu, 31
wymiernych wielomianu, 32
o postaci macierzy odwrotnej, 67
o rozkladzie
funkcji wymiernej, 38
wielomianu, 36
zasadnicze algebry, 33
tworzaca, 116

uktad
Cramera, 74
jednorodny, 74

oznaczony, 73

prawoskretny, 99

réwnan liniowych, 73

sprzeczny, 73

wspolrzednych w przestrzeni, 93
utamki proste, 37

Vandermonde’a wyznacznik, 64
Viete'a wzory, 35

wartos¢ wlasna macierzy, 87
wektor
kierunkowy prostej, 107, 109
normalny plaszczyzny, 104
przeciwny, 92
swobodny, 91
wlasny macierzy, 87
wodzacy punktu, 94
zaczepiony, 90
zerowy, 90
wersor, 91, 94
wielomian
charakterystyczny macierzy, 87
rzeczywisty, 28
zespolony, 28
wierzcholek
elipsy, 120
hiperboli, 124
paraboli, 128
wtasnoéci
dtugoéci wektora, 92
iloczynu
macierzy, 47
mieszanego, 103
skalarnego, 97
wektorowego, 100
macierzy odwrotnych, 68
modutu liczby zespolonej, 15
rzedu macierzy, 78
sprzgzenia, 13
symbolu e'¥, 23
transpozycji macierzy, 50
wyznacznikow, 57
wyznacznik, 51
macierzy
trojkatnej, 55
Vandermonde’a, 64
wzOr
Cramera, 74
de Moivre’a, 20
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do obliczania iloczynu
mieszanego, 102
skalarnego, 96
wektorowego, 99
na pierwiastki z liczby zespolonej, 25
WZOTY
Eulera, 23
Viete'a, 35

zasadnicze twierdzenie algebry, 33
znak permutacji, 56
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