Geoinformatyka, Inzynieria i Analiza Danych

Algebra liniowa, 2022/23

Algebra liniowa, Zestaw 1 - liczby zespolone

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb rzeczywistych x,y spelniajace nieréwnosc:

a) (1+2)z+(B-5i)y=1-3i, b) (2+3i)z+ (4—5i)y=6— 2i,
) (4-3i2z+(1+)3y=7-12, d) (3—i)a%— (3+2i)z— (1 —i)y=13—10i,
2

24 31 4—1
e) (I+di)2?+(1—i)y?=25+7i, f) * .Zx—i—( z) y=1+1.

3—1 3 —

Zadanie 2. W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé uklad réwnan:

) (1+i)z+(2—i)w=2—2i ) (38— i)z + (4+ 2i)w =2 + 6i
(1—-9)z—(3+i)w=—-3+3i, (4+2i)z — (24 3i)w = 5 + 44,
z w
. =2
0 z+iw=1 d) 2—i+1+i
izt w=1+1, o2 W _ 343

PE RN e
ZH+iw+2t =3+ 2
e) w—1t=—1
z 41t = 21.

Zadanie 3 (*). Rozwiaza¢ réwnania:
a) 22+ (2 —Z) = 3+ 2i;
b) i(z+2)+i(z —z) =2i—3.
Zadanie 4. Wyznaczy¢
a) v—4, V2i, V/=8i, ¥/—8i;
b) V347, V15 + 8i, v—3 — 4, vV_11 + 60i, V—8 + 6i, /5 — 12, v—2 F 3.

Zadanie 5. Rozwiaza¢ rownania:

a) 22+32+3+i=0;

b) 224 (1 +4i)z — (5+1) = 0;

) 22+ 2(1+1i) +2i = 0;

d) (4—30)2%2 - (24 1Li)z — (5+1i) =0;
e) 24 +222+4=0;

f) (*)z + (15 + 7i)22 + 8 = 15i;
(*) 2% — (18 + 4i)22 + 77 — 361 = 0;
(141)2% — (3 + Ti)z + 10i = 0;
(
(

o

g)
h)
i) (1+2i)22 — (17i)z — 246 = 0;
i) (1 —1i)2% — (7+ 3i)z + 10i = 0;
k) (1+4)22 — (3+3i)z + (4+2i) =0;

j)

)

1) 2+(1+3i)z+4i—|—420;

) () -s(z) +s+i=0

n) (*) (%)3+ (;;3)2+ (;) Y 1=0;
0 (1) -1+1=0.

z

m

Zadanie 6 (**). Dla ustalonej liczby zespolonej z podaé¢ warunek na wszystkie liczby zespolone w takie, ze:

a) z-w jest liczba rzeczywista,;
b) z-w jest liczba czysto urojona.

Zadanie 7 (***). Dla jakich par liczb zespolonych z1, 2o zachodza réwnosci:

a) |21 + 22| = |z1| + |22);
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b) |z1] = |z2| = |21 — 2a;

c) arg(z + z2) = 1(argz + arg 2o);

d) arg(z; + 22) = arg z1?

Zadanie 8. Na plaszczyznie zespolonej zaznaczy¢ zbiory:

a) {zeC: |z|]<2},{ze€C: 1§|z—2i—|—1|<2},{z€@: lz4+1—-14 =3}

b) {ZE(CZ Z_?_)>1},{26(C: 1+Z<2}
4+t z+1—1
7r 3m z—1 T T
: < =< — : = — : — ) = — ¢}
c) {zeC: argz <7}, {ZE(C 5 <argz < 5 },{ZE(C argz_’_i 5 },{ZE(C arg (z — 2 +1) 3 },

d) {zreC: (Im(z+4)*=1},{z€C: Re(z*)>1},{z€C: 0<Im(iz) <1}
e) {zE(C: Re(z—i+2) <3 A argz:%}7{zEC: Im(z—3+4)>-2 A |z+2-3i]>4}.

Zadanie 9. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:

a) 1, =1, i, —i;

b) 1—H 1 1, =1+, =1 —13;

c) ()1—1\[ —V3+i,cos§ +isinE, cos T +isin;

d) (***)f+\f+z(f—f) \[+1+z(\/0—2\f V2+V24iV2 -2
e) (*) cosa —isina, sina + icosa, sina — icosa, 1+ itng «, 1—|—cosoz—|—zsma

Zadanie 10 (***). Wykazaé, ze dla katéw «, 3,7 (rysunek)

zachodzi o + B+ = 7.
Zadanie 11. Obliczy¢:

(1—)* (1—iV3)*? (“1+iv3)* (1-9)*»® (149" (-1-9* (1+iV3 0 (1—&—2\[)2003
(V3—19)227 (=143 7 (1+44)%2 7 (V34+i)207 (—/3+4)287 (1 —i/3)127 \ 1—14 ’

) (%) (1+i\/§)76+17 (1f¢\/§)32+5, (1+cosg+isin7r3)6, (\/éJr\/iJri(\/éfﬁ)G,

(a)

(1 —4)37 (1+4)17
Zadanie 12. Rozwiaza¢ réwnania:
1+41i)? 14i)? 3—i
a) (¥) 2% = ( +Z).,z4:27i\/ﬁ, 28 = (14148, 2% =227, 2% = (1+9) , 2% = \[ Z,

\/§+z
b) (%5%) (= )" — (= —i)" =0, (

Zadanie 13. Przedstawi¢ za pomocsg sinx oraz cos x:

1—iz)  1—itnga’

1 +iz)n ~ 1+itnga

a) sin 5z, cosbx;

b) sin 6z, cos 6.

Zadanie 14 (*). Sprawdzié, ze liczba zg = 1+ i € C jest pierwiastkiem wielomianu
w(z) = 2* — 2* — 322 + 82 —6.

Wyznaczy¢ pozostale pierwiastki.

Zadanie 15 (*). Wyznaczy¢ (w postaci algebraicznej!) wszystkie pierwiastki wielomianu

w(z) = (2% — (i — V3)%) (22 — V32 — ).
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Algebra liniowa, Zestaw 2 - struktury: grupa, pierscien, cialo

Zadanie 1. Sprawdzi¢, czy zbior R z dziataniem x oy = x + y — 1 jest grupa.
Zadanie 2. Sprawdzi¢, czy zbiér R \ {1} z dzialaniem = xy = x + y — xy jest grupa.

Zadanie 3. Sprawdzié¢, czy funkcja h : R — R, h(z) = x — 1 dla z € R jest izomorfizmem grupy
(R, +) w grupe (R, 0), gdzie aob=a+ b+ 1.

Zadanie 4. Sprawdzié¢, czy funkcja h : R = R, h(z) = 1 — x dla z € R jest izomorfizmem grupy
(R,+) w grupe (R, o), gdzieaob=a+b— 1.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, czy funkcja h : R\ {0} — R\ {1}, h(x) = 1 —z dla = € R jest izomorfizmem
grupy (R\ {0},-) w grupe (R\ {1}, %), gdzie axb=a + b — ab.

Zadanie 6. Sprawdzi¢, czy funkcja b : R\{0} — R\{—1}, h(zx) = z—1dlaz € R jest izomorfizmem
grupy (R\ {0},:) w grupe (R\ {—1}, %), gdzie axb = a + b+ ab.

Zadanie 7. Sprawdzi¢, czy funkcja h : R\ {0} — {—1,1}, h(xz) = sgnz jest epimorfizmem grupy

Zadanie 8 (**). Niech (G,-) bedzie grupa. Udowodnié, ze dla kazdego ustalonego g € G funkcja
[y : G — G okredlona wzorem fy(z) = gzg~* jest automorfizmem grupy G.

Zadanie 9 (**). Sprawdzi¢, czy uktad (R, o, ) z dziataniami aob =a+b+1 oraz axb = a+b+ab
dla a,b € R, jest ciatem.

Zadanie 10 (**). Sprawdzi¢, czy uktad (R, o, *) z dziataniami aob = a+b—1 oraz axb = a+b—ab
dla a,b € R, jest cialem.

Zadanie 11. Sprawdzi¢, czy funkcja h : R — R, h(z) = 1 — z dla = € R jest izomorfizmem ciala
(R, +,-) na cialo (R, o0, %), gdzieaob=a+b—1orazaxb=a+b— ab.

Zadanie 12. Sprawdzi¢, czy funkcja h: R — R, h(z) = x — 1 dla z € R jest izomorfizmem ciata
(R, +,-) na cialo (R, o0, %), gdzieaob=a+b+ 1 oraz axb=a+ b+ ab.
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Algebra liniowa, Zestaw 3 - przestrzenie liniowe i odwzorowania liniowe

Zadanie 1. Sprawdzié¢, ktore z nastepujacych podzbioréw U przestrzeni V nad cialem R sa jej podprzestrzeniami:

(a) U={[t,t+1,0,1]eR*: te R}, V =R
(b) U={[t,s,t+s,t—s] €R*: t,sc R}, V=R%,
() U={[ts,t,s]eR3: t,se R}, V=R3%
(d) U={[z,y,2]€eR3: 2 —2=0},V =R
() U={lz,y,z,t)] ER*: 2+y—2=0,y+t=0}, V=R%
(f) U = {t[1,0,1,0] + s[0,~1,0,1] e R*: t,s e R}, V = RY,
(g) U= {[Z _Cﬂ € My(R): a,b€R } V = M, (R);
(h) U = {[8 2} € My(R: ab=0 } V = My(R),
(i) (*) zbiér wszystkich funkcji parzystych w przestrzeni R¥;
(j) (*) zbiér wszystkich funkcji nieparzystych w przestrzeni R¥;
(k) (*) zbiér wszystkich funkcji (stabo) rosnacych w przestrzeni R¥;
(1) (*) zbiér wszystkich funkcji (stabo) malejacych w przestrzeni RE;
(m) () U={feR*: f(0)=/f(1)},V=R";
(m) M U={feR®: f(x) =0 dlakazdego z €[0,1) }, V = RE.

W przypadku, gdy U jest podprzestrzenia liniowa, w podpunktach (a)—(i) wyznaczy¢ jej wymiar.

Zadanie 2 (***). Zbadaé¢, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni RN nad R sg jej podprzestrzeniami:

(a) U ={(a1,a9,...): aj4+1 =a; + a,—1 dla kazdego i =2,3,... };

(b) U= {(al,az, .. ) Da; = %(ai_l + Cli+1) dla kaZdego 1= 2,3 };

(c) zbidr wszystkich ciagéw (a1, as,...), ktérych prawie wszystkie wyrazy (wszystkie poza skoficzona liczba) sa
réwne 0;

(d) zbiér wszystkich ciagdw ograniczonych.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, czy dany wektor v jest kombinacja liniowa wektoréw wuq, ..., u, w przestrzeni V', jesli
(a) V= RS; n=3,u = [13052]3 Uz = [27 1, 1]? uz = [17270]7 U= [717 -1, 71]7

() V=R[z],n=4,ui(z) =1, us(z) =2 — 1, uz(v) = (x — 1)%, ug(z) = (x — 1)3, v(z) =2 + 2> + o + 1.

Zadanie 4 (*). Wyznaczyé wszystkie wartodci parametru a € R, dla ktérych wektor v jest kombinacja liniowa
wektoréw uq, us, ug € R3:

(a) u; =12,3,5], u2 = [3,7,8], ug = [1,-6,1], v = [7,—2, al;

(b) up = [37235]7 Uz = [2a477]a uz = [57670’]7 v = [173,5]

Zadanie 5. Sprawdzi¢, czy

(a) [9,6,5 — ] [9 6,5, 0} S lin([L 1,1, —1], [27 1,1, 1], [5,3,2,0]);

(b) (*) lin([1,1,2,1],[0,2,2,1],[3,0,1,1]) C {[z1, 22,23, 74] € R : 21 + 22 + 23 + 74 = 0}.

Zadanie 6. Z podanego zbioru generujacego podprzestrzen U przestrzeni liniowej V wyznaczy¢ minimalny zbiér
rozpinajacy U:

(a) V=R3 U =1in([1,5,7],[2,1,2],[-5,2,1]),
(b) V=R* U =1in([4,2,3,2],[2,1,2,2],[1,3,0,4],[2, 1,4, 1]);

o[} 51

Zadanie 7. Przedstawi¢ wektor v € V' w postaci sumy wektora z podprzestrzeni U; i wektora z podprzestrzeni Us:

(a) V =R3, Uy =lin([1,0,-1],[0,1,1]), Uy = 1lin([1,1,0]), v = [1,1,1];
(b) V =R3, Uy =1in([2,0,1],[0,1,2]), Us =lin([1,1,1],[3,1,2)), v = [1,2,3];
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() V=R3U; =lin([1,1,1]), Us = {[z,y,2] ER3 :x+y—2=0}.
Czy wyznaczone przedstawienie jest jednoznaczne?
Zadanie 8. Sprawdzié, czy R3 = U; @ Us, gdy

(a) Uy = {[z1, 72, 23] € R® : 21 + 3 + 23 = 0} oraz Uy = lin([1,1,1));
(b) Uy = {[z1, 22,23 € R® : 21 + 2w5 — 23 =0, —1 + 22 + 3 = 0} oraz U, = lin ([0, 2, —1],[0, 0, 1]).

Zadanie 9.

(a) (*) Pokazaé, ze R* = Ui 4 Us, lecz R* 7é U, & Us, gdzie U, = {[$1,$2,1‘3,1‘4] cR%: 3x1 — 229 + 3 + 44 = O}
oraz Uz = lin ([1,1,1,1],[2,0, -1, 3]).

(b) (**) Do réwnania definiujacego U; dolozyé jeszcze jedno tak, aby nowa podprzestrzen U; spelniala warunek
=Ui & Us.

Zadanie 10 (***). Sprawdzi¢, czy M ,xn(K) =S, @ A,,?

Zadanie 11. Sprawdzié, czy nastepujace uktady wektorow sa liniowo niezalezne w podanych przestrzeniach liniowych
V nad cialem R:

(i) ur =11,2 ] [3 6,7, V =R

(i) i = [4, 1 =6, 391 V =R

(iii) uy = [2 3 1] =[3,-1,5), uz = [1,—4,3], V = R?;

(i) uy = [2,-3,1], us = [3,—1,5], ug = [1,—4,3], ugy = [1,1,3], V = R3,
(iii) w1 =[1,2,3,1], u [4,1,5,4],u3:[2,1,374],u4:[6,3, 10,5], V = R*;
. 12 10 01 10

(iv) uy = {0 1},u2— [1 1],U3— [1 0],U4— {O 1},V—M2(R),

(v) wi(z) =22+ 1, up(x) = 2%, uz(z) = (z +1)% V = Rla]o.
Zadanie 12 (***). Sprawdzi¢, czy dane uklady wektoréw przestrzeni R® sa liniowo niezalezne:

(a) ui(z) =1, ua(z) = sinz, usz(z) = sin 2z;

(b) ui(z) =1, ug(X) = sin? z, ug(x) = cos 2.

Zadanie 13 (*). Sprawdzié, czy wektory u; = 1, us = /2, us = /3 s liniowo niezalezne w przestrzeni liniowej R
nad Q7

Zadanie 14 (**). Zalézmy, ze w przestrzeni (V,+, R, -) liniowo niezalezne sa wektory uq, ..., us. Czy liniowo nieza-
lezne sa wektory vy = 3uq + 2us + uz + ug, vo = 2u1 + dus + ug + 2uy, vz = 3uy + dus + 3uz + 4uy?

Zadanie 15. Sprawdzié, czy wektory uq, ..., u, stanowia baze przestrzeni liniowej (V,+,K,-) i jedli tak, to znalezé
wspblrzedne wektora v w tej bazie:
(a) V=R3 K=R, u; =[1,0,1], ug = [1,1,0], uz = [1,1,1], v = [1,2, 3];
10 11 10 0 0 1 2
(b V MQ(R)7K_R7U1_|:O 1:|7u2_|:0 0:|)u3_|:0 0:|,U4—|:_1 O:|7 _|:2 1:|’

)
() V=CK=C,u =[1,i], ug = [i,1], v = [1 + i, 2i];

(d) V=Rz]3, K=R, uy(z) =1, ug(z) =z — 1, uz(x) = (x — 1), wa(z) = (x — 1)3, v(X) = =1 + x + 222 + 23;
(e)V C,K=R,ug =144, up =35, v=—-2+1.

Zadanie 16. Wyznaczy¢ baze i wymiar podanych podprzestrzeni:

(a) lin([5,2,-3],[4,1,-2],[1,1,-1]) w (R3, +,R, );

(b) lin([2, 135] [4,-3,1,3],[3,-2,3,4]) w (R*, +,R, ).

(c) U={[u,2t,u—2t+s,u—s €R :ut,se R} w (R, +,R,);

(d) U = {[r1,22,73,24) ER* 1 21 + 22+ 223 =0, 229 +2v3 + 24 =0} w (R*, +, R, -);
(e) U ={[z1,22,23] € R3: 21 — 223 =0} w (R3, +, R, -);

(f) U

pu={[ 2] erm@:area} wan@ e
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(g
(h
(i
(J
Zadanie 17 (*). Zalézmy, ze wektory uq, ug, us stanowia baze przestrzeni V' nad cialem R. Sprawdzié¢, czy podane
uktady wektoréw stanowia baze przestrzeni V:

U={z€C:2+2z=0} w (C,+,R,");

U={[u,2s —t,t+u,u+s—t]cR*:u,s,t c R} w (R* +,R,);
U =1lin([1,1,0],2,1,1],[0,1,2],[1,1,0]) w (R®, +,R,);
U

)
)
)
) U=1lin((z — 1)?,(z +1)%22) w (R[z], +, R, ).

1) (uy + ug +us, up + 2ug + u3, u1 + ug + 2us),

2) (u1 + 2us + 3ug, 2u; + 2us + usg, 2uq + 3ug + ug).

Zadanie 18 (*). Znalezé taka baze przestrzeni (R3, +, R, ), w ktérej wektor e; = (1,0,0) ma wspétrzedne (1,2,1)
oraz znalezé taka baze tej przestrzeni w ktérej wektor e; ma wspélrzedne (1,1,1) za$ wektor e; + e = [1,1,0] ma
wspOlrzedne (1,0,0).

Zadanie 19 (*). Podany uktad uw wektoréw uzupelnié¢ do bazy b wektorami bazy kanonicznej:

(a) w=1{[1,2,1,1],[1,1,2,1]} w (R*, +,R,-);
(b) w={[1,4,1],[i,1,1]} w (C3,+,C, ).

Zadanie 20 (**). Wykazaé, ze jedli (V,+,K,-) jest przestrzenia liniowa skoficzonego wymiaru, to dla kazdej pod-
przestrzeni U przestrzeni V istnieje taka podprzestrzen W przestrzeni V', ze V.= U @ W. Podprzestrzen W nazywamy
podprzestrzenig dopelniajgcq przestrzeni U. Kiedy taka podprzestrzen dopelniajaca jest wyznaczona jednoznacznie?
Dla danej podprzestrzeni U przestrzeni (V, +,K, -) wyznaczy¢ podprzestrzen dopelniajaca:

(a) V=R3nad R, U = {[z,y,2] e R3: 21 — 323 =0};
(b) V=R*nad R, U =1lin([1,2,2,0],[1,1,2,1],[0,0,1,0]).

Zadanie 21 (**). Niech f(x) € R[z],. Kiedy uktad wektoréw (f(z), f'(z),..., f(x), fPFTD(z)) jest baza prze-
strzeni (R[z],, +,R,)?

Zadanie 22. Sprawdzi¢, czy podane przeksztalcenia sa odwzorowaniami liniowymi:

(a) L:R3 = R3 L([z,y,2]) = [ + 2,20 + 2,32 — y + 2|;

(b) L:R3 - R3, L([z,y,2]) =[x,y + 1,2 +2];

(¢) L:R* = R®, L([z,y,2]) = [ — y + z,2,y};

(d) L:R* 5 R3, L([z,y,2,t]) =[x —y +2t,20 + 3y + 5z — t,x + 2 — t];

(e) L:R3 = R3 L([x,y,2]) = [z + 2,22y,3z — y + 2].

W przypadku, gdy L jest przeksztalceniem liniowym, zbadaé, czy jest to monomorfizm liniowy lub epimorfizm liniowy
i wyznaczy¢ ker L oraz im L.

Zadanie 23 (**). Wykazaé, ze funkcja f : C — C, f(z) = z dla z € C jest automofizmem liniowym przestrzeni
(C,+,R, "), ale nie jest endomorfizmem liniowym przestrzeni (C, +,C,-).

Zadanie 24 (***). Sprawdzi¢, ze dla dowolnych a,b € R, a < b, odwzorowanie f; : C([a,b]) — R, ktoére funkceji
f € C([a, b)) przyporzadkowuje calke oznaczong funkcji f na przedziale [a, b] jest przeksztalceniem liniowym. Czy jest
to monomorfizm liniowy?

Zadanie 25 (***), Niech (U, +,K, ) bedzie przestrzenia liniowa i niech Uy, Us beda takimi jej podprzestrzeniami,
ze U =U; & Us.

(a) Pokazaé, ze istnieje dokladnie jedno takie odwzorowanie liniowe L : U — U, ze L|y, = idy, oraz L|y, = —idy,.
(wtedy L jest symetrig wzgledem Uy wzdluz Us).

(b) Pokazadé, ze jesli Ly, = idy, oraz Ly, = © (tzn. Ly, jest zerowym odwzorowaniem liniowym), to L jest rzutem
przestrzeni U na podprzestrzen Uy wzdluz Us.

W obu przypadkach wyznaczyé¢ jadro i obraz wyznaczonych przeksztalcen liniowych.
Zadanie 26 (*). Dane jest przeksztalcenie liniowe L : R? — R3) L([z,y]) = [27 + 3y, z — ¥, 3y]. Wyznaczyé:
(a) obrazy podprzestrzeni: R?, lin ([1,0]), lin ([1,1]), {[z,y] € R?: 22 +3y=01};
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(b) przeciwobrazy podprzestrzeni: lin ([2,1,3]), lin ([2,1,0]), lin ([3, —1,3],[0,1,0)]), {[z,y,2] E R® : 2 +y + 2 = 0},
R3, {[0,0,0]}.

Zadanie 27 (**). Niech (u1,us,u3) bedzie baza przestrzeni liniowej (U, +,K,-) i niech (v, v2,v3) bedzie baza
przestrzeni liniowej (V, +,K, ). Wiadomo, ze przeksztalcenie liniowe f : U — V spelnia warunki

f(ul) = vy + 2v9 + 3vg, f(’u,g) = 4vq + Hvuy + 6vg, f(U3) = Tv1 + 8vy + 9v3.
Wyznaczyé dim ker f oraz dimim f.

Zadanie 28. Sprawdzié, czy istnieje endomorfizm liniowy f : R® — R? przestrzeni liniowej (R3, +,R, ) spelniajacy
warunki:

(a) f([l, 170]) = [17070]7 f([07171]) = [07 170]7 f([1707 1]) = [0707 1]7 f([17 L 1]) = [1717 1]§
(b) f([17 170]) = [17273]7 f([ovlvl]) = [372’ 1]7 f([1727 1]) = [47474]§
(C) f([la 170]) = [172a0]7 f([o» 1, 1]) = [3,0, 1]'

W przypadku pozytywnej odpowiedzi przeanalizowac liczbe istniejacych odwzorowan liniowych spelniajacych podane
warunki i podaé¢ wzor przynajmniej jednego takiego przeksztalcenia liniowego.

Zadanie 29 (****). Skonstruowaé¢ endomorfizm liniowy f : R® — R? przestrzeni liniowej (R?, +, R, ) spelniajacy
warunki:

f([1,1,2) =[2,1,1], f([2,1,1)) =[1,1,2], fo f = idgs.

Wyznaczy¢ wzdr analityczny takiego odwzorowania.
Zadanie 30 (*). Znalez¢ wzor analityczny nastepujacych odwzorowan liniowych:

a) symetrii przestrzeni liniowej (R?, +, R, -) wzgledem lin ([1,2]) wzdtuz lin ([0, 1]);
,1,0],10,1,2]) wzdtuz lin ([1, 1,1]);
2,3]) wzdtuz lin ([—1, 1]);

1,0

,0,1]) wzdtuz lin ([1,1,1],[-1,1,2]).

(
(

) 1,
) 1

(c) rzutu przestrzeni liniowej (R?, +,R, ) na przestrzen lin (
)

b) symetrii przestrzeni liniowej (R3, 4+, R, -) wzgledem lin (
[
(d) rzutu przestrzeni liniowej (R3, +, R, -) na przestrzen lin (]

Zadanie 31. Skonstruowaé¢ endomorfizm liniowy f : R? — R3 przestrzeni liniowej (R3, +, R, ) spelniajacy warunki
ker f =lin([1,1,0],[1,1,1]), im f = lin ([1, 1, 1]). Czy istnieje tylko jeden taki endomorfizm?
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Algebra liniowa, Zestaw 4 - macierze i uklady réwnan
Zadanie 1. Dla zadanych macierzy wykona¢ dziatania:

3-2 1 —2

1 2 3
0-1 2-3-1
A= |0 372 p— | b 230 C=13 2-1 2-1
1 24| 1-2 1-3]° 5 140 11
2 1 0 4-3 2-1

a) (A0)T b) (ATB))T «¢) BAT d) BBT.
Zadanie 2 (*). Dla macierzy A = B i} wyznaczy¢ wszystkie takie macierze B, ze AB = BA.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ takie macierze 0 # A, B € M5(R), ze AB = 0. Czy musi wtedy zaj$¢ réwniez BA = 0.
Zadanie 4 (*). Wyznaczy¢ (dowdd indukeyjny!)

) 111" b) all]l” ) cosa —sina "
2 01 0a ¢ sina cosa |
Zadanie 5. Rozwigzaé rébwnania macierzowe

N P N A B I R B

3-1 1 3.9 7
d) [4-3 3|X=|111 7
1 3 0 75 7

Zadanie 6. Wyznaczy¢ rzedy podanych macierzy:

2 1 1 1
5-2 2 3 4 1 3 1 1
2) i:; gf ‘; b) 3-1 3 2 5 0 11 41
5 1 1 8 o 1-3-5 0-7 11 15
7T-5 1 4 1 1 2 3 4
1 1 1 1
Zadanie 7 (*). Wyznaczy¢ rzedy podanych macierzy w zalezno$ci od parametru p € R:
1—p 2 1 p p—1 p—1 1 1 p 1 1 1
1) 12—p 1 0 b) 1p2-1 1p—1 ) 1 p 1 p
1 21—p p 1 p—1p—1 1 1 1 p p?

Zadanie 8. Dla podanych macierzy obliczy¢ ich wyznaczniki i w przypadku macierzy nieosobliwych (podpunkty a)- f))
wyznaczy¢é macierze odwrotne:

AT T BN
a) 6 3 4 b) 1 1 1-1 c) 1 1 2 d) 3 4 1 92
5-2 -3 0 1 1
L 1 0-2-6 L 4 1 2 3
[1 2 3 4 5 [0 2 3 4-8
0 4 0 7 5 1 1 3 4-8
e) 2 5 6 9 9 f) 1 2 2 4-8
4 4 7 8 T 1 2 3 3-8
0 2 0 6 8 1 2 3 4-9
1 2 3 4...n] 2 1 1 1... 17
1 0 3 4...n 1 2 1 1... 1
1-2 0 4...n 1 1 2 1... 1
g)* |-1-2-3 0...n h* 111 1 2... 1
| -1 -2-3-4...0] 11 1 1... 2]

Zadanie 9. Wykaza¢, ze dla macierzy A = [i 2} € M (R) zachodzi

A% — (a+d)A + (ad — bc)I = 0.
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Zadanie 10. Wykaza¢, ze dla macierzy A € M ,,(R) zachodza nastepujace implikacje:

(a) jedli A2 — A+ 1 =0, to macierz A jest nieosobliwa oraz A=t =1 — A,
(b) jesli A%+ A% — 34+ 2] =0, to macierz A jest nieosobliwa oraz A~! = 1 (3] — A — A?),
(c) (*) jedli A* =0 dlapewnegok >1,to (I —A)"'=T+A+ A%+ ... 4 AL

Zadanie 11. Jakie s3 mozliwe wartoséci wyznacznika macierzy A € M,,(R), jesli
a) A2=AT p) AT -A"1=0 ¢) A?2+A1=0

Zadanie 12. Rozwigza¢ podane ukfady réwnan metoda eliminacji:

2x1 — Ty +3x3 +2x4 +225 = —2 2x1 — xo +3r3 +2x4 +2x5 = —2

a) —3561 —|—4$2 —21‘3 —|—2934 — Iy = 3 b) —3171 +4I2 —2173 +2I4 — Ty = 3
—x1 +3x9 + 3 +4xy 225 = 4 —x1 +3x2 + 3 +4x4 + 5 = 4

x1 +2x2 +3x3 +4x4 +5x5 = 13 T1 + 20 + x3 + x4 + 5 = 8

2x1 + x9 +2x3 +3x4 +4xs = 10 T — o — T3+ x4 + 5 = 0

C) 21 +2x9 + 3 +2x4 +325 = 11 d) 2x1 — To +2x3 — x4 225 = 7
2x1 +2x9 +2x3 + x4 +225 = 6 r1 —4das + 3 —2x4 — T5 = —9

21’1 +2£L'2 +2£L'3 +2£L'4 +2£L'5 = 3 —T1 —+ g — X3 —+ Ty — Xy = 72

1 + o + x3 + T4 + 5 8
I17I27I3+I4+I5 0

e) 21 — To +2x3 — w4 +225 = T
9

1

x1 —4xo + 3 214 — TH5 = —
—X1 + o — X3 + T4 — Ty = —

Zadanie 13 (*). Wskaza¢ wszystkie mozliwe zestawy niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami okre$lajacymi rozwia-
zania podanych uktadéw réwnan liniowych:

2r1 —xo +3x3 + 4 —225 = —H 201 — xo +3r3 +2x4 +2x5 = —2
a) —x1 +3x9 —2x3 +2x4 +225 = 3 b) —3x1 +4x9 —2x3 +2x4 — x5 = 3
le 72.%2 + T3 + T4 +4I5 = 0 —X +3$2 + T3 +4I4 + Is = 1
21’1 — X2 +3£L’3 +2£L’4 +2£L’5 = —2
) —3x1 +4xo —223 +224 — 5 = 3

—x1 +3x9 + 3 +4xy 225 = 4
Zadanie 14. Rozwigza¢ podane ukfady réwnan:
—2x1 + x9 —2x3 = 0
X1 —|—25€2 — I3 —2

2:1,’1 + X9 — T3 = 1
I +4£L’2 —41’3 = -1

2xy +Txy +3x3 + 4 = 6
a) 3x1 +5x9 +2x3 +2x4 4 b)
921 +4x9 + 3 +724 2

201 + 19 — 3 =1
C) X1 + x3 =
31 + o =3

\
-

Zadanie 15 (*). Dla jakich parametréw k,l € R ukfady réwnan

kry + xo +x3 =0 1 + kxo =0
a) r1 + ZIQ +x3 = 0 b) ll‘l + I = 0
Iy +2Z£L’2 +x3 = 0 kxl + l.’EQ =0

maja niezerowe rozwiazanie.

Zadanie 16 (*). Dla jakich parametréw k,l € R zbiér rozwigzan uktadu réwnan

3x1 —2x9 + 3 = k
5r1 —8xy +9x3 =
2x1 + w9 +Hlag = —1

w

jest:

(i) pusty,
(ii) jednoelementowy,
(iii) nieskonczony?
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Zadanie 17 (*). W zaleznosci od parametru a € R rozwigza¢ uktady réwnan:

r1 + axg — 3 = 1 ary + 9 + 3 =1 1 +3x2 +3x3 = ar;
a) 2x1 — x9 4axz3 =0 b) r1 +are + T3 = a c) 3r1 + zo +3r3 = axs
z1 +10zs —623 = a r1 + 29 +axs = a? 3x1 +329 + 23 = axs
ary +x92 + 3 =1 a’x, + 2x9 +axs = 2a
d) T +x0 — 23 = a e) z1 + (a—1)zg +azxs = 0
1 —To taxg =1 ar, + To + x3 = a
21 + ars +2x3 +2x5 = —2
f) 2rx1 + ary +2x3 +axrs = 0
—2x1 — are —3x3 +axy —2x5 = 3

—4xy — (a+ Dxg — 23 —3x4 —225 = —3

Zadanie 18. Dla podanych uktadéw bazowych vy, v, wyznaczy¢ macierz przejscia od uktadu v do uktadu wvs:

a) v1 ([1,01,[0,1]) vy = ([-2,1],[1,1])

b) = ([1,—1], [1,2) vy = ([=2,1],[1,1])

) = ([1,0,-1],[1,1,1],[1,1,0]) vy = ([2,1,1],[1,—1,1],[0,0,1])
d) ([171a_ ] [07131]7 [1’27_1]) V2 = ([anvl]a [17030] [ ’170})

Jaka bgdzie macierz przejscia od ukfadu v, do uktadu v4?

Zadanie 19 (*). Dla wektora v € K" i dla bazy v przestrzeni K™ przez v,, oznaczymy wektor wspdtrzednych wektora v
w bazie v. Przez e oznaczymy baze kanoniczng przestrzeni K”. Dla danych w zadaniu 18 baz wyznaczy¢:

a) Uy, = Ve Wiedzac, ze v,, = (4,—2),

b) vy, oraz v, wiedzac, ze v,, = (1, —3),

C) Uy, Oraz v, wiedzac, ze ve = (1, -1, —2),

d) vy, oraz ve wiedzac, ze v,, = (—1,0,1).

Zadanie 20. Wyznaczy¢ macierz odwzorowania A : R® — R* w podanych bazach v; przestrzeni R™ oraz v, przestrze-
ni R¥:

20 — y
) Ask 5 R A( D) = | =2y | o= (SLL0.2), v = ([1-1,20.01,0.2)11,2.0),
r =Yy
+
b) A:R2 - R2, A(i) - <3§ _*Z) vy = vy = ([1,-3],[1,1)),
T 3z —y + z
C) A: RS — RS: A Yy = - +2y —zZ |, V1= ([717170}7 [072>1]a [1a 1a 71])1 V2 = ([LO» ]-]a [ana 71]3 [17 130])
z r =2y +4z
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Algebra liniowa, Zestaw 5 - odwzorowania dwuliniowe i formy kwadratowe, diagonalizacja
Uwaga. Zadania 1-2 nalezy rozwigza¢ na dwa sposoby:
(i) korzystajac z definicji macierzy formy dwuliniowej/kwadratowej,
(ii) wykorzystujac macierz przejécia miedzy bazami.

Zadanie 1. Dla podanych odwzorowan dwuliniowych wyznaczyé ich macierze w zadanych bazach oraz rzedy tych od-
wzorowan:

(a) A€ L2R%LR), A([xr, 2a), [y1, y2]) = 221y1 — 21Y2 + 3T2y1 + T2y, v1 = vo = ([-2,1],[1,1]),

(b) Ae E(RQ R R ) A [931@2] [%JJ%ZJB]) = 9z1y1 + T1Y2 + Tx1ys + 4xay1 + 2x2y2 + 3z2ys, v1 = ([1, —4], [3, —5]),
)

(c) Ae L(Rd 3 A([l’l,fEans} [y17y27y3]) = —zr1y1 + 2x1Y2 + 3x1Y3 + 4T2y1 + —3T2Y3 + 3T3Y1 — OT3Y2, V1 =
0],

([17_17_ ] [ ) [ ])v 1}2:([—1,2,0],[—1,1,1],[175,—1]).
Zadanie 2. Wyznaczy¢ postac funkcjonatu liniowego znajac jego macierz w podanych bazach:
—4 1]
(a) p € L2(R%R3;R), M2(p) = 1 -1 oraz vy = ([0,0,1],[1,1,—-1],[0,1,—4]), v2 = ([1,—-2],[-3,0]),
1 2
-1 1 1]
(b) ¢ € L2(R%R), My(p) = 2 -1 0] oraz vy =v2 = ([0,1,-2],[-2,0,1],[0,0,—3]).
2 0-1

Zadanie 3. Dla podanych form kwadratowych:

(i) wyznaczy¢ dwuliniowa forme biegunowa i jej macierz w podanych bazach,
(i) sprawdzi¢ okreslonos¢ formy kwadratowej,

:R?2 = R, q([z1, 22]) = =322 + da129 + 22, v = ([-1,1],[3, -2]),
:R? = R, ¢([z1, 2o, 73] —2 4+ 4x1209 — 2173 + 223 + Saows + 4x3, v=([1,1,-1],[-1,0,1],[2,1,1]),
c :R? = R, q([z1, 22, v3]) = 227 + dw120 — 22103 + 423 + dagxs — 2%, v = ([1,0,-1],[-1,1,1],[0, 1, —1]),

a [
(I
(I ]
d) ¢:R3 =R, q([x1, 72, 73] —z1+2x1x2+4x1x3+3x2+7x3 v=([1,0,-1],[-1,1,1],[0, 1, —1]),
(I ]
[

b

~— — —
QQ'Q

(
( )=
( )
( )
(e) q:R3 = R, q([x1, 72, 23]) = 23 + dw122 + 23 + 22003 — 23, v = ([-1,1,-1],[-1,0,0], [0, 1, —1]),

(f) ¢:R® = R, q([z1, w2, v3]) = 223 + 23122 + 42123 + 323 + 102923 + 923, v = ([0,0, —1],[-1,2,1],[0,1, —1]).

Zadanie 4. Wyznaczy¢ posta¢ formy kwadratowej ¢ znajac jej macierz w zadanej bazie:

(a) ¢: B2 5 R, Mo(q) = [1 ‘2] v = (2.1, [-1,0)),

13
1 21

(b) ¢:R® =R, My(q)= |1 -3 2| v=([2-31][1,0,1],[1,1,1]).
01 1

Zadanie 5. Dla podanych odwzorowan
(a) L:R?>— R2 ([,Tl, Z‘QD = [41‘1 + xo, 1221 + 55(12],
(b) L:R?*— R?, L([x1,22]) = [Tz1 — 872, 371 — 4],
(c) L:R3 = R3, L([z1, 72, 23])) = [4z1 — 232 + 23,371 — T2 + 23,671 — 622 + 423],
(d) LIRS %Rs ([xl,xz, 3]) [41’1 741’2+8"E3,4l‘1741’2+81’3,$1 7I2+2$3},
(e) L SRS %Rg ([ZL‘l,IQ,IEg]) [61’1 74I2+I’3,5IE1 735024’5&3,741‘1 +4l’2],
(f) L:R3 = R3, L([z1, 72, x3]) = [321 + 222 — 23, 71 + 429 — 73,421 + 82 — 23],
wyznaczy¢ wartosci witasne i wektory wtasne:

(i) z definicji,

(i) z macierzy odwzorowania w bazach kanonicznych.
Nastepnie,

(x1) wskazac te przeksztatcenia L, ktérych macierz jest diagonalizowalna,

(x2) w przypadku diagonalizowalnosci, wskaza¢ baze rozpatrywanej przestrzeni liniowej, w ktérej macierz odwzorowania
L jest macierza diagonalng,

(x3) w tych przypadkach wyznaczyé¢ postaé odwzorowania L' oraz obliczy¢ L'%(e;), gdzie e; s wektorami bazy kano-
nicznej dziedziny odwzorowania L.



Geoinformatyka, Inzynieria i Analiza Danych

Algebra liniowa, 2022/23

Algebra liniowa, Zestaw 6 - geometria analityczna
Zadanie 1. Obliczyc¢:
(1) \/ia 13 _2] o [_\@7 _4a 1]7
() (27 —=37 —K)o(—4 +27 —4%),
(111) 07 27 _3} X [27 _la 1]7
- = - =
(iv) (2 —27 +3)x (27 —3k).

Zadanie 2. Wyznaczy¢:

(i) wektory jednostkowe o kierunku wektoréw [3, —v/2, 1] oraz [0, —v/2, 1],
(ii) wektor dwusiecznej kata miedzy wektorami [2,—3,1] i [0,2, —3],
(iii) wektor jednostkowy prostopadly do wektoréw [0, 2, —1] oraz [—2,1,0].
Zadanie 3. Obliczy¢ katy:
(i) miedzy wektorami [1,+/2,3] oraz [0, —v/2, 1],
(ii) miedzy wektorem [4,—12, 3] i plaszczyzna X0Z,
(iii) przekatnymi Scian sze$cianu o krawedzi dlugosci a = 4.

Zadanie 4. Obliczy¢ ”skladowa skalarna” rzutu wektora [2, —3, 1] na kierunek:

(i) wektora [—1,1,1],
(ii) na kierunek dwusiecznej miedzy wektorami [—1,0,2] oraz [2, —1,0],
(iii) na kierunek prostopadly do wektoréw [—2, 1, —1] oraz [1,—2,2].

Zadanie 5. Obliczy¢:

(i) pole tréjkata rozpietego na wektorach [2, —1,1] oraz [1,2, —3],

(ii) pole réwnolegtoboku ABCD o wierzchotkach A(1,1,1), B(—1,2,1) oraz C(2,1,—3),

(iii) objetosé i pole powierzchni czworo$cianu o wierzchotkach (—1,0,1), (0,1,1), (—=2,1,0) oraz (3,2, —1).

Zadanie 6. Obliczy¢ odlegto$é punktu (1,—1,1) od:

(i) prostej 23t = ¥ = 243
T 2 1
(ii) odprostej [ y | = -1 | + 1(¢
z 1 -1
(iii) od plaszczyzny 3x —y + 5z = 4,
T 2 1 -2
(iv) od plaszezyzny | y | = -3 | + 0fs+ 1]t
z -1 -2 0

Zadanie 7. Sprawdzi¢, czy:

(i) wektory [2,1,3], [1,—1,1], [3, 3, 5] sa wspdblplaszczyznowe,

(ii) punkt (1,1,1) lezy w plaszczyZnie wyznaczonej przez punkty (—1,0,2), (1,2, —3) oraz (—2,1,0).

Zadanie 8. Napisa¢ rownania ogdlne i parametryczne plaszczyzn:
(i) przechodzacej przez punkt A(—1,2,1) i prostopadlej do wektora ﬁ[l, -2,3],
(ii) przechodzacej przez punkty (1,1,1), (—=1,0,1) oraz (5,6,7),

)
)
(iii)
(iv)
)
)

(v

(vi

przechodzacej przez punkt (—3,2, —1) i réwnolegtej do plaszczyzny 4o — 3y + 2z = 5,

przechodzacej przez punkty (1,1,2) oraz (0,—2,1) i prostopadlej do wektora d = [—2,2,1],
przechodzacej przez punkt (2,0, —1) i réwnoleglej do wektoréw [—1, 1, 2] oraz [—2,1, 0],

przechodzacej przez punkt (1,2, —3) i prostopadtej do plaszczyzn x — 22 = —4 oraz y + 3z = 2.
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Zadanie 9. Napisa¢ réwnania prostych:
(i) przechodzacej przez punkt A(—1,2,1) i réwnoleglej do wektora 7[17 —2,3],
przechodzacej przez punkty (1,1,1) oraz (5,6,7),
przechodzgcej przez punkty (1,1,2) oraz (0,—2,1) i prostopadlej do wektora @ = [—2,2,1],

)
)
(iv) przechodzacej przez punkt (2,0,—1) i prostopadlej do plaszczyzny 22 + y — z = 4,
_>
) przechodzacej przez punkt (—3,2, —1) i prostopadlej do wektoréw @ = [—2,0,1] oraz b = [—1,2, 3],
)

vi) lezacej jednocze$nie w plaszczyznach x — y + 3z = —4 oraz 2x +y — 2z = 2,
i) lezacej jed Sni 1 h 3 4 2 2
x -1 T -2 1
(vii) dwusiecznej kata miedzy przecinajacymi sie prostymi | y | = 2| soraz | y | = 414+ 1]1-3]|¢t
z 3 z 6 2
Zadanie 10. Obliczy¢ odleglosci:
(i) plaszczyzn 2o —y+ 2z =4 oraz —4dx +2y — 22 =17,
(ii) prostej ‘T’Tfl = y%g = % oraz plaszczyzny 2x — 2y + 3z = 8§,
x -1 — x 1 4
11) prostyc Yy | = + soraz | Yy | = + | - s
tych 2 1 1 21t
z 0 3 z —2 —6
x -1 -1 x 4 3
(iv) prostych | y | = 1 2|soraz |y | =12 |+ 2|t
z 0 3 z 2 -1

Zadanie 11. Obliczy¢:

(i) kat przeciecia plaszczyzn  —y + 3z =4 oraz —x + 2y — 2z = 4,

(ii) kat przecigcia prostej %ﬁl = y%rf = %21 oraz plaszczyzny x — 2y + z = 3,
z -1 T -2 1

(iii) kat przeciecia prostych | y | = 2|soraz | y | = 4 1+ |-31|t¢t,.
z 3 z 6 -2

Zadanie 12. Wyznaczy¢ rzut prostokatny:

(i) punktu (4,5, —6) na plaszczyzne x —y + 3z = 4,

(i) punktu (1,1, —1) na prosta 25+ = y%s ==
z 1 3 z -1 2 1
(iii) prostej | vy | = 2 | + | =2 | r na plaszczyzne | vy | = 1]+ 1]s+ 12|t
z -3 1 z 1 -1 1

Zadanie 13. Wyznaczy¢ punkt symetryczny:

(i) do punktu (4,5, —6) wzgledem plaszczyzny 2z — y + z = 6,
(ii) do punktu (1,1, —1) wzgledem prostej % = yTJr?’ = %1,

(iii) do punktu (2,3, —1) wzgledem punktu (1,1, —2).

Zadanie 14 (*). W chwili ¢y = 0 z punktu (4, —3, 1) wystrzelono rakiete z predkoscig liniowa v = 5km/h w kierunku
wektora [2, —1,2]. Wyznaczy¢ polozenie rakiety w momencie ¢; = 4 pomijajac sily ciazenia.

Zadanie 15 (**). Na pochylym terenie wytyczono tréjkatny obszar, ktérego wierzcholki sa wzniesione nad poziom
morza na wysokosci hy = 200m, ho = 330m oraz hg = 370m. Obliczy¢ wysokos¢ nad poziomem morza Srodka ciezkosci
tego obszaru.

Zadanie 16 (**). Wyznaczy¢ pole powierzchni dachu wiaty, ktérej podloze ma ksztalt tréjkata prostokatnego o
przyprostokatnych dlugosci 9m oraz 12m. Dach wiaty zamontowany jest na stalowych podporach o wysokosciach 5m
w wierzchotku kata prostego, 4m na koncu przyprostokatnej dt. 9m oraz 6m na koncu przyprostokatnej dt. 12m.

Zadanie 17 (**). Radiostacja sklada sie z dwdch prostoliniowych anten zawieszonych na dwéch parach stupéw
umieszczonych w przeciwleglych wierzchotkach prostokata ABC D o bokach |AB| = 40m oraz |AD| = 30m. Wysokosci
stupow sa réwne odpowiednio, h4 = 15m, hg = 20m, he = 30m oraz hp = 25m. Obliczy¢ odlegloéé¢ tych anten.



